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iAbstract
It has been shown [1] that for liquids exhibiting strong correlation between its
NVT virial and potential energy equilibrium fluctuations, one can, to a good
approximation, define isomorphic curves in the density-temperature phase di-
agram, along which structure, dynamics, excess entropy, heat capacity etc. are
all invariant.
We investigate this behavior via MD-simulations in the FCC-crystalline state
for Lennard-Jones systems and show that the strong correlation here is even
more pronounced than for the liquid. This implies that isomorphic curves ex-
ist in the crystal phase, as well. We confirm this by studying the following
predicted invariance: (1) The structure via the radial distribution function
and structure factor, (2) short-ranged dynamics via the velocity autocorrela-
tion function, (3) long-ranged dynamics via mean-square displacement of crys-
tal vacancies, (4) aging via the relaxations of the system after instantaneous
jumps between isomorphic state points. In all cases we compare the results
with similar results along isochors and isotherms. In addition we investigate
sodium-chloride in the crystal phase modeled by a potential consisting of a
Lennard-Jones and a Coulomb term in a FCC structure. This system exhibits
correlations just below the limit of strong correlations, and as a consequence
has less well-defined isomorphs.
Resumé
Det er for en række væsker blevet påvist at man, når der udvises stærke kor-
relations mellem virialet og den potentielle energi ved ligevægtsfluktuationer,
til en god approksimation kan definere isomorfe kurve i densitet-temperatur
fasediagrammer[1]. Langs disse kurver er struktur, dynamik, varmekapacitet
og det konfigurationelle bidrag til entropien invariant.
Vi undersøger dette via MD-simuleringer af FCC-krystaltilstandspunkter for
Lennard-Jones systemer og viser, at de stærke korrelationer er endnu stærkere
end i væskefasen. Dette medfører, at isomorfe kurver også skal findes i krys-
talfasen. Vi undersøger og bekræfter følgende egenskabers forudsagte invar-
ianser: (1) Strukur via den radiale distributionsfunktion og struktur faktor,
(2) korttidsdynamik via hastighedsautokorrelationsfunktioner, (3) langtidsdy-
namik via middelkvadraforskydning i deffekte krystalsystemer, (4) ligevægt-
segenskaber via relaksation af systemer ved instantane spring mellem isomorfe
tilstandspunkter. I alle tilfælde sammenlignes resultater med tilsvarende langs
isokore og isotermer. Yderligere undersøges Natrium-Chlorid i krystalfasen,
modelleret via et Lennard-Jones potentiale med et ekstra Coulomb led og opsat
i FCC-gitter. Systemet er lige under grænsen for at være stærkt korrelerende
og har derfor mindre veldefinerede isomorfe kurver.
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1 Projektets formål
Det er blevet vist med computersimuleringer, at der findes væsker med høj
korrelation mellem fluktuationer af den potentielle energi og virialet[2, 3]. En
høj korrelation fører til, at der findes kurver i ρ, T -faseplanet, langs hvilke der
findes bl.a. strukturelle, dynamiske og termodynamiske størrelser som til en
god approksimations er invariante [4, 1]. Isomorfteorien kan således ses som
en simpel teori for væsker. Arbejdet med at vise invarianser, er for det meste
sket med simuleringer af almindelige væsker eller stærkt viskøse, underafkølede
væsker. Fra tid til anden er disse væsker krystaliseret. På trods af krystaliserin-
gen er det dokumenteret for de undersøgte systemer, at den stærke korrelation
er blevet bibeholdt. Da der er tale om stærk korrelation betyder det, at der
også skal eksistere isomorfe kurver i krystalfasen. Dette er imidlertidigt aldrig
blevet undersøgt nærmere. Da isomorf teorien er en approksimativ teori, er det
derfor uvist, hvorledes de invariante egenskaber er bibeholdt i krystalfasen.
Formålet med dette projekt er at undersøge nogle konsekvenser af, at den
stærke korrelation også findes i krystalfasen. Da der som nævnt ikke før har
været nogen egentlig undersøgelse af dette, vil projektet have form som en pi-
lotundersøgelse af en ny gren inden for den allerede etablerede teori. Hensigten
vil være at fastslå ligheder mellem og forskelle på krystal og væskefasen både
i forhold til den generelle isomorf teori, og i forhold til de invariante egensk-
aber, der findes langs isomorferne. Samtdigt vil der også blive set på egensk-
aber, som er mere interessante i krystalfasen end i væskefasen, som følge af
grundlæggende forskelle mellem de to faser.
Det vil derfor være nødvendigt undervejs at fastslå nogle størrelser, som
kunne være interesante at undersøge invariansen af langs de isomorfe kurver.
Disse vil blive valgt, dels ud fra størrelser man almindeligvis har målt i væske-
fasen, i de tilfælde hvor dette giver mening, og dels ud fra hvilke størrelser
man almindeligvis vil have interesse i at måle for krystalinske systemer. Deru-
dover vil det undervejs blive undersøgt, hvilke egenskaber ved isomorfer, der
kan overføres fra væskefasen til krystal fasen.
Isomorfer i krystalfasen åbner op for en bred vifte, dels af systemer som
kan simuleres og dels af specifikke egenskaber som ønskes undersøgt for det
pågældende system. Derfor har vi i vores arbejde valgt at begrænse os til to
typer af systemer. Den ene type af systemer der undersøges, er simuleret med
det velkendte Lennard-Jones potentiale. At vi vælger Lennard-Jones poten-
tialet skyldes, at dette er et af de systemer som har vist sig at være stærkt
korrelerende i krystalfasen. Samtidigt har Lennard-jones systemer en velk-
endt krystalstruktur[5]. Dette vil være det primære system vi vil undersøge,
for en lang række af isomorfe egenskaber. Derudover har vi valgt at arbejde
med natrium-chlorid(NaCl), som ikke tidligere er blevet undersøgt for isomor-
fer, men som også har en velkendt krystal struktur[5], og som samtidigt kan
simuleres ved et Lennard-Jones potentiale plus et Coulomb bidrag.
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1.1 Problemformulering
I store træk kan problemet som behandles i dette projekt formuleres som:
Findes der isomorfer i krystaller?
Dette er dog en utrolig bred formulering, og vi har i vores projekt begrænset
os til computersimuleringer af nogle udvalgte systemer.
1.2 Metode og rapportopbygning
Formålet med projektet er at undersøge via computersimuleringer, hvorvidt
der kan findes isomorfer i (ρ, T )-fasediagrammet, og dernæst at vurdere in-
variansen af forskellige egenskaber langs de isomorfe kurver. Dette forsøges
besvaret ved hjælp af simuleringer af Lennard-Jones- og NaCl-krystaller. For
at klargøre problemstillingen og løsningmetoden mest muligt for den uind-
viede læser, vil der i første omgang være en række introducerende afsnit i
rapport. Således vil næste kapitel, kapitel 2, introducere den grundlæggende
tankegang bag de simuereringer, som er anvendt. Efterfølgende vil de forskel-
lige potentialer, der er simuleret, blive gennemgået. Til sidst vil vi give en
overordnet introduktion til krystaller, samt give introduktion til de specifikke
krystalstrukturer for Lennard-Jones og NaCl. Efter disse grundlæggende intro-
duktionsafsnit kommer selve teoriafsnittet om stærkt korrelerende systemer og
derefter en gennemgang af isomorfer. Herunder vil vi gennemgå hvad der for-
ventes at væres isomorft invariant og hvordan isomorfe tilstandspunkter kan
bestemmes.
I simuleringsafsnittet vil vi undesøge en lang række af egenskaber. Det
primære fokus er på Lennard-Jones potentialet i krystalfasen, som er fordusagt
til at have isomorfer. For Lennard-Jones systemet undersøges følgende
• Overgangen fra væske til krystal.
• Struktur
• Generelle isomorfe egenskaber
• Dynamik
• Termodynamiske størrelser
Under hvert af disse afsnit vil vi undersøge forskellige specifikke egenskaber.
For hver af disse egenskaber vil vi redegøre for, hvorfor vi har valgt at under-
søge dem og derefter komme med en grundlæggende introduktion, hvori der
gennemgås, hvordan de kan måles via simuleringer. Derefter vil vi gennemgå
resultater for den pågældende egenskab langs en isomorf kurve. Resultaterne
for de isomorfe tilstandspunkter vil løbende blive sammenlignet med resultater
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langs isoterme kurver og isokore kurver, for at tydeliggøre at invariansen for
den pågældende størrelse følger alene af isomorfteorien. For NaCl vil vi under-
søge, hvorvidt der er stærke korrelationer i systemet, og derefter se på hvorvidt
det er muligt at finde isomorf invarians.
En del af det udførte arbjede har været rent programmeringsarbejde. Selve
simuleringerne er udført af programmet 'Roskilde University Molecular Dy-
namics'(RUMD). Det primære programmeringsarbejde har derfor været at lave
programmer der har kunne give korrekte startbetingeleser til RUMD, og efter-
føglende databehandlingsprogrammer som har kunne beregne udfra de posi-
tioner og hastigheder som RUMD løbende har givet. Da programmerne er lavet
til at kommunikere specifikt med RUMD, har vi valgt ikke at inkludere noget
kildekode i denne rapport, da vi har vurderet at de vil være intetsigende for
folk uden kendskab til RUMD. I stedet vil vi blot nævne at en introduktion
og gennemgang af RUMD kan findes på hjemmesiden 'http://rumd.org'.

2 Molecular dynamics
De simuleringer, som der vises resultater for i denne rapport, er alle skabt ved
molecular dynamcs(MD)-simuleringer. I dette afsnit vil vi derfor gennemgå
den grundlæggende tilgang til de udførte MD-simuleringer.
Det grundlæggende udgangspunkt
Udgangspunktet for molecular dynamics(MD)-simuleringer er, via computer-
beregninger, at se på hvordan en samling af atomer eller molekyler bevæger
sig rundt og interagerer med hinanden. Den almindelige tilgang er ved brug
af klassisk mekanik, hvilket betyder, at man ignorerer kvantemekaniske effek-
ter. Ved at benytte Newtons love kan kræften beregnes på det enkelte atom,
og ved nummerisk integration beregnes og opdateres hastigheden og postio-
nen af hver enkelt partikel i diskrete tidsskridt. Udfra disse beregninger kan
forskellige ligevægtsegenskaber beregnes, med udgangspunkt i et krav om at
disse egenskaber kan formuleres alene som funktion af partiklernes positioner
og hastigheder. Det betyder, at for et system af N partikler, vil enhver egen-
skab kunne formuleres som funktion af op til 6N variable, idet position og
hastighed hver er givet i 3 dimensioner. Temperaturen i et system kan f.eks.
beregenes med udgangspunkt i ækvipartitionsprincippet som siger[6]; for et
system med temperaturen T vil middelværdien af enhver kvadratisk fridhes-
grad være 12kBT . Det betyder at for et monoatomt system med tre transla-
toriske frihedsgrader, at man har〈
1
2
mv2x(t)
〉
+
〈
1
2
mv2y(t)
〉
+
〈
1
2
mv2z(t)
〉
=
〈
1
2
mv2(t)
〉
=
3
2
kBT (t) (2.1)
Til et givent tidspunkt t vil temperaturen dermed være givet som
T (t) =
m
3kBN
N∑
i=1
v2i (t) (2.2)
Systemets middeltemperatur for en simulering vil da være givet ved integralet
over tid
〈T 〉t = lim
τ→∞
1
τ
∫ τ
0
T (t)dt (2.3)
Mere generelt kan den tidslige middelværdi af en observabel variabel, F , skrives
som
〈F 〉t = lim
τ→∞
1
τ
∫ τ
0
F
(
rN (t),pN (t)
)
dt (2.4)
Tilsvarende kan den rumlige middelværdi af en variable beregnes ved at inte-
grere over faserummet. Dvs. at for en observable variable F
(
rN ,pN
)
〈F 〉e =
∫ ∫
F
(
rN ,pN
)
p
(
rN ,pN
)
drNdpN (2.5)
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hvor p
(
rN ,pN
)
er sandsynlighedsdensiteten for faserummet og er normaliseret
således
∫ ∫
p
(
rN ,pN
)
drNpN = 1. Almindeligvis er man for en simulering in-
teresseret i middelværdierne for forskellige variable, da disse er sammenlignelige
med eksperimentelle resultater. For et system i ligevægt bør den ergodiske
hypotese[7] gælde. Den ergodiske hypotese siger at 〈F 〉e = 〈F 〉t og er en vigtig
hypotese i simuleringer. En beregning af 〈F 〉e er almindeligvis uoverkommelig,
idet p
(
rN ,pN
)
skal beregnes for samtlige mikroskopiske tilstande. Den er-
godiske hypotese sikrer imidlertidigt, at man ved tilpas lange simuleringer
vil gennemløbe enhver mikroskopisk tilstand svarende til den pågældende til-
stands sandsynlighed.
Numerisk integration
Udgangspunktet til at beregne hastigheden og postionen for partiklerne i et
system er via numerisk integration af Newtons anden lov[8]. At man vælger en
numerisk tilgang skyldes at ens system vil bestå af en række koblede differen-
tialigninger. I et system vil kraften på en partikel i være givet som
Fi = −∇iU(ri) (2.6)
U(ri) er den potentiele energi for partikel i. Den potentielle energi vil vi gen-
nemgå i detaljer i afsnit 3, og som man vil se afhænger potentialet i de systemer
vi arbejder med parvist af positioner for samtlige partikler i systemet. Det be-
tyder, at man for et system med N partikler har N · (N − 1)/2 bidrag som
skal beregnes til ethvert tidspunkt. Fra kraften kan accelerationen bestemmes
via Newtons anden lov
mi
d2ri
dt2
= Fi (2.7)
Udgangspunktet for den numeriske integration vil derfor være, at man til et
tidspunkt t kender positionen for hver partikel og herfra kan beregne kraften
på hver enkelt partikel. Fra dette bestemmes hastigheden og positionen til et
senere tidspunkt t + ∆t, hvor ∆t er en lille ændring i tiden. Herfra kan man
så igen beregne kræfterne i systemet og gå et lille tidsskridt videre.
Til at udføre denne intergration kan man anvende forskellige algoritmer,
hvoraf nogle af de mest anvendte er Verlet algoritmen og leap frog algoritmen
[9]. Leap frog algoritmen er den algoritme vi har anvendt til vores simuleringer.
De to algoritmer er populære, dels fordi de er simple, men også fordi de opfylder
de vigtigste krav til en algoritme. Begge algoritmer er tidsreversible, hviket vil
sige, at hvis tiden vendes vil man komme tilbage til sit udgangspunkt[9]. Dette
er et krav som følger af at Newtons love er tidsreversible. Det skal dog noteres,
at det i praksis vil være svært at sikre at systemet er fuldstændigt tidsre-
versibelt som følge af numeriske afrundingsfejl[8]. Dernæst skal algoritmen så
godt som muligt bevare energien i et system[9], hvilket de to algoritmer også
klarer forholdsvist god. I tillæg til valg af algoritme skal der, som følge af
7at tiden diskretiseres, også vælges et tidsskridt ∆t. Valget af tidskridt er en
balance mellem præcision og simuleringshastighed.
Den algoritme, som vores simuleringer er udført med, er som nævnt leap
frog algoritmen. Leap frog algoritmen har den specielle egenskab, at hastighed
og postion beregnes forskudt af hinanden. For at udlede leap frog algoritmen
giver det mening af se på Verlet algoritmen, hvorfra leap frog algoritmen ud-
springer. Udledningen af Verlet algoritmen sker ved at lave Taylorrække til
tredje orden af partikelkoordinaterne til tiden t og betragte denne i et lille
tidsinterval fra t+ ∆t til t−∆t[8]:
r(t+ ∆t) = r(t) + ∆t
dr(t)
dt
+ 1/2∆t2
d2r(t)
dt2
+ ∆t3
d3r(t)
3!dt3
= r(t) + ∆tv(t) + 1/2∆t2a(t) + ∆t3
d3r(t)
3!dt3
(2.8)
r(t−∆t) = r(t)−∆tv + 1/2∆t2a(t)−∆t3d
3r(t)
3!dt3
(2.9)
Lægges de to ligninger sammen, får man et udtryk for positionen til tidspunktet
t+ ∆t som
r(t+ ∆t) = 2r(t)− r(t−∆t) + ∆t2a(t) (2.10)
Således er den nye position afhængig af r(t), r(t − ∆) og a(t), men ikke af
hastigheden. Denne kan dog beregnes til tiden t som
v(t) =
r(t+ ∆t)− r(t−∆t)
2∆t
(2.11)
De to ligninger 2.10 og 2.11 er bevægelsesligningerne der anvendes i Verlet
algoritmen. Da position findes ved en Taylorrække til tredje orden vil den nu-
meriske fejl i algoritmen være af størrelsesorden ∆t4, som også noteres O(∆t4).
For hastigheden er usikkerheden af størrelsesordenO(∆t2)[8], og altså dårligere
end for positionen. Over lange simuleringen vil denne usikkerhed påvirke en-
ergibevarelsen i systemet, som vil begynde af drive. Dette er et problem for
alle algoritmer[8].
Fra Verlet algoritmen kommer man til leap Frog algoritmen ved at be-
tragte hastighed og position ved forskudte tidsskridt. Hastigheden er i leap
frog algoritmen defineret som
v(t− 1/2∆t) ≡ r(t)− r(t−∆t)
∆t
(2.12)
v(t+ 1/2∆t) ≡ r(t+ ∆t)− r(t)
∆t
(2.13)
Med disse to ligninger og ligning 2.10 fra Verlet algoritmen kan hastigheden
til tiden t+ 1/2∆t findes som
v(t+ 1/2∆t) = v(t− 1/2∆t) + ∆ta(t) (2.14)
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Tilsvarende kan positionen til tiden t+ ∆t findes som
r(t+ ∆t) = r+ ∆tv(t+ 1/2∆t) (2.15)
Da hastighed og postionen beregnes forskudt af hinanden vil den kinetiske
og potentielle energi i princippet også være givet ved forskudte tidspunkter.
For at få den samlede energi til tiden t, defineres hastigheden, og dermed den
kinetiske energi, til tiden t som
v(t) =
1
2
(v(t+ 1/2∆t) + v(t− 1/2∆t)) (2.16)
Anvendelsen af denne hastighed til beregning af den kinetiske energi giver de
to energier til samme tidspunkt. Usikkerheden for leap frog algoritmen er den
samme som for Verlet algoritmen [8].
Et tidsksridt i leap frog algoritmen kræver altså at man kender start po-
sitionerne r(t) og hastighederne v(t− 1/2∆t). Til tiden t kan kraften på hver
partikel beregnes til at finde accelereationen af enhver partikel som
mi
d2r
dt2
(t) = Fi(t) (2.17)
Via kraften og hastigheden til tiden v(t − 1/2∆t) kan den nye hastighed til
tiden v(t + 1/2∆t) beregnes og opdateres. Derefter kan den nye position til
tiden t + ∆t beregnes og opdateres. Denne fremgangsmåde gentages indtil
simuleringer har kørt det ønskede antal tidsskridt.
Leap-frog er standardalgoritmen i RUMD, og derfor også den vi bruger.
NV T -ensemble og Nosé-Hoover termostat
I enhver MD-simulering vil man vælge et ensemble, som dækker over hvilke
størrelser der holdes konstant igennem simuleringen. Med et ensemble menes
der en arbitrær stor samling af systemer, der deler nogle valgte egenskaber. Vi
vil gennemgå udgangspunktet som er det mikrokanoniske ensemble, og derfra
hvordan man kommer til det kanoniske (NVT)-ensemble, som er det primære
ensemble, vores simuleringer er foretaget i.
I en simulering vil en række parametre være konstante gennem hele simu-
leringen, og det er derfor naturligt, at man betragter sit system som værende
underlagt et bestemt ensemble alt efter hvilke parametre som holdes konstante.
Det mest almindelige udgangspunkt for en simulering vil være at specificere
et antal partikler N , som bevæger sig rundt i en afgrænset boks med volu-
men V , ved hjælp af en algoritme som bevarer den totale energi E i hvert
tidsskridt. Et sådan system tilhører det der kaldes NV E-ensemblet eller det
mikrokanonske-ensemble[10]. Ensemblet repræsenterer systemer, der hver især
er totalt isolerede, idet energi ikke kan komme ind i eller forlade det enkelte
system. Fra NV E-ensemblet er det muligt at indfører andre ensembler. Et af
9disse er NV T -ensemblet, som også kaldes det kanoniske ensemble, og er det
ensemble som anvendt til de systemer, der præsenteres resultater for i denne
rapport. I dette ensemble fastholdes fluktuationerne af temperaturen om en
bestemt makroskopisk temperatur. Dette betyder samtidigt, at den totale en-
ergi i systemet vil fluktuere. At vi anvender NV T -ensemblet i stedet for NV E-
ensemblet, skyldes at NV T har en række fordele som gør det mere attraktivt
at anvende[10]. NV T -ensemblet er lettere at relatere til virkeligheden, idet det
minder om de forhold man ville have under et rigtigt ekseperiment. I NV E-
ensemblet vil energien drive som konsekvens af numeriske fejl i algorimen.
Dette er ikke et problem i NV T -ensemblet, da energien gerne må fluktuere i
tiden. Samtidigt er det lettere at studere temperaturafhængige processer, idet
temperaturen er en kontrollerbar parameter.
Overgangen fra det mikrokanoniske ensemble til det kanoniske ensemble
foregår ved hjælp af en Nosé-Hoover termostat[8]. Denne termostat blev in-
troduceret af Shuichi Nosé i 1984[11], og blev efterfølgende simplificeret af
William G. Hoover [12] i 1985. Termostaten opfylder, at den er deterministisk
og tidsreversibel. Derudover opfylder den to vigtige kriterier. Den ene er, at
man vil få den temperatur som man ønsker, at systemet skal have. Dette kunne
man imidlertidigt få ved bare at skalere hastighederne i systemet, således at
middelkvadratet af hastighederne af partiklerne i systemet i hvert tidsskridt
stemmer overens med den temperatur man vil have. Denne metode opfylder
dog ikke det andet krav, som Nosé-Hoover termostaten opfylder, nemlig at
man har de korrekte temperaturfluktuationer. Ved at skalere hastigheden i
hvert tidsskridt, har man ingen fluktuationerne i temperaturen. Ved brug af
Nosé-Hoover termostaten vil man få korrekte fluktuationer. Kravet til fluktu-
ationerne i NV T -ensemblet er at de opfylder Einsteins ligning for den isokore
varmekapacitet, som siger[9]
CV =
〈(∆E)2〉
kBT 2
(2.18)
hvor 〈(∆U)2〉 er variansen i energien i systemet. Hvor ligning 2.18 kan bestemmes,
bliver gennemgået i afsnit 12.1. Selve udledningen af Nosé-Hoover termostaten
er ikke inkluderet her, men kan findes i f.eks. [8]. Indførelsen af Nosé-Hoover
termostaten giver en ekstra frihedsgrad som resulterer i tilføjelsen af et ekstra
led til Newtons anden lov, således at man for en partikel i får at[13]
mi
dr2
d2t
= F− ζmdr
dt
(2.19)
Hvor ζ kaldes friktionskonstant og for ζ gælder det at [13]
ζ˙ =
[
K
K0
− 1
]
/τ2 (2.20)
Her er K den instantane kinetiske energi i systemet og K0 er den middelværdi
man gerne vil ramme, idet man fra den kinetiske energi får temperaturen
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via ækvipartitionsprincipet. τ er relaksationstiden som er afgørende for hvor
hurtigt ligevægtstemperaturen opnås. En lille værdi for τ , betyder at systemet
hurtigt vil komme i ligevægt, men vælges τ for lille kan det være skyld i fejl i
simuleringerne. Tilsvarende kan man se at i grænsen hvor τ →∞, vil man være
tilbage i NV E-ensemblet. Almindeligvis skal man prøve sig frem i udvælgelsen
af en værdi for τ . I leap frog algoritmen betyder termostaten, at man til tiden
t udregner ζ˙ og finder ζ = ∆tζ˙. Resten af bidraget til kraften udregnes som
normalt, ligesom den efterfølgende beregning og opadetering af position og
hastighed forløber som normalt.
Periodiske randbetingelser
Den sidste ting vi vil nævne om de simuleringer vi har udført er, at der er
anvendt periodiske randbetingelser[9]. Periodiske randbetingelser er en metode
til at håndtere partikler, som er ved randen af den boks som partiklerne er
begrænset til. Ved periodiske randbetingelser vil partiklerne, når de bevæger
sig igennem en flade i boksen, bevæge sig ind af den modsat stående flade. Dette
kan forestilles ved, at man på hver side af sin boks har et tilsvarende identisk
system. Når en partikel bevæger sig ud af boksen vil en tilsvarende komme ind
fra den identiske nabo boks. Periodiske randbetingelser er standard i molecular
dynamics fordi man undgår at skulle tage højde for overfladeinteraktioner, som
ellers ville være tilstede, idet man simulerede en lukket boks.
3 Parpotentialer
I dette afsnit vil der være en gennemgang af de potentialer, som vi har anvendt
i simuleringerne.
Ved MD-simuleringer af et system med N partikler, beskrives den totale
energi som funktion af partiklernes impuls p = (p1,p2, ...,pN ) og position
q = (q1,q2, ...,qN ). Dette repræsenteres ved en kinetisk energi K(p) og en
potentiel energi U(q). Den totale energi er dermed E(p,q) = K(p) + U(q).
Almindeligvis vil den kinetiske energi være givet ved summen over hver
partikels impuls
K =
N∑
i=1
∑
α
p2iα/2mi (3.1)
her summer α over hver partikels impulskoordinater.
For den potentielle energi er der stor variation alt efter hvilket system man
ønsker at undersøge. Den potentielle energi kan skrives generelt som afhæn-
gende af de enkelte partikler, deres parvise interaktioner mellem partiklerne,
triple interaktioner, osv.
U =
∑
i
v1(ri) +
∑
i
∑
j>i
v2(ri, rj) +
∑
i
∑
j>i
∑
k>j>i
v3(ri, rj , rk) · · · (3.2)
Det mest almindelige er potentialer som afhænger af det andet led [9]. Dette
led kaldes parpotentialet og afhænger kun af den indbyrdes afstand mellem de
enekelte partikler. Dette er dog en simplificering af virkeligheden, hvor led med
flere interaktioner også har et bidrag. Disse led er imidlertidigt tidskrævende
i computersimuleringer og udelades oftes af denne grund. Samtidigt kan man
alene med parvise interaktioner få resultater der ligger tæt på virkeligheden[9].
I de systemer, der præsenteres i denne rapport indgår der kun parpoten-
tialer. På de følgende sider vil vi give en introduktion til de parpotentialer,
som vi anvender.
3.1 Lennard-Jones potentiale for enkelt
partikelsystemer
En stor del af de i denne rapport fremviste resultater er for single compo-
nent Lennard-Jones systemer(SCLJ). Det vil sige systemet som kun indehold-
er en slags partikler, der interagerer indbyrdes via Lennard-Jones potentialet.
Lennard-Jones potentialet et et approksimeret potentiale, som anvendes som
model for bl.a. Neon, Argon, Krypton og Xenon[5]. Derudover findes det også
som en del af mere komplicerede potentialer.
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Lennard-Jones potentiallet mellem to partikler i og j separeret med afs-
tanden rji er almindeligvis givet som[5]
vLJ(rij) = 4
[(
σ
rij
)12
−
(
σ
rij
)6]
(3.3)
hvor  og σ er materialekonstanter og rij = |ri − rj | er afstanden mellem
partikel i og j. 12-6 eksponter gør potentialet nemt at regne med, men der
findes også andre former af potentialet med andre eksponter. Lennard-Jones
selv introducerede originalt potentialet i en lidt anden form i 1924 som en
model for argon[14], hvor eksponenterne 1413 , 21 og 25 blev anvendt i stedet
for det repulsive r−12 led, og tilsvarende 5 for det tiltrækkende r−6 led, men
nævner her, at 6 også er en mulighed. Den repulsive del er en konsekvens af
Paulis uddelukkelsesprincip, som siger, at to fermioner ikke kan antage samme
kvantetilstand. Det medfører, at når to elektroner i samme tilstand bringes
tilpas tæt på hinanden, vil deres bølgefunktioner overlappe og dette giver
en frastødende kraft kaldet Pauli frastødelse. Denne skal almindeligvis være
stærkt aftagende, og ses også repræsenteret ved f.eks. en eksponential funk-
tion, men man får almindeligvis pæne resultater ved at anvende r−12 istedet
[5]. Tilsvarende skyldes det tiltrækkende r−6-led, at de enkelte atomer induc-
ere et dipol-moment i hinanden[5], hvilket skaber et tiltrækkende potentiale,
der går som netop r−6. Dette kaldes også for Van der Waals interaktioner.
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Figur 3.1: Plot af Lennard-Jones potentialet med parameterværdier
σ =  = 1. Minimum for potentialet ses i r = 21/6 med potentialevær-
dien −1, og indikere skiftet mellem de repulsive og atraktive afstande
I figur 3.2 ses et plot af Lennard-Jones potentialet med parameterværdi
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σ =  = 1. Idet kræften almindeligvis findes som flj = −∇vlj , fremgår det at
partiklerne i et system vil frastødes eller tiltrækkes af hinanden som funktion
af afstanden i mellem partiklerne. Minimum for potentialet indikerer skiftet
mellem de repulsive og tiltrækkende kræfter, og findes ved differentiation til
∇vlj = 0 = −48
r
[(σ
r
)12 − 1
2
(σ
r
)6]
rmin = 2
1/6σ ≈ 1.122σ
(3.4)
For at beregne den samlede kræft på en partikel, skal der summeres over
samtlige bidrag fra de andre partikler i systemet. I et system med N par-
tikler giver det i alt (N − 1)N ≈ N2 bidrag, som dog kan halveres ved at
udnytte Newtons III. lov. Disse bidrag skal beregnes i hvert enkelt tidsskridt,
og vil være tidskrævende for simuleringer af selv mindre systemer. Derfor er
den almindelige tilgang at trunkere og forskyde Lennard-Jones potentialet[8].
Dette viser sig at være en acceptabel approksimation, da bidrag til potentialet
fra store afstande vil være negligerbare. Den almindelige afstand at trunkere
Lennard-Jones potentialet ved er rc = 2.5σ[9]. Selve potentialet får formen
vTF (r) =
{
vlj(r)− vlj(rc) for r ≤ rc
0 for r ≥ rc
(3.5)
Med denne tilgang behøver man kun bergegne potentiale bidraget fra partik-
ler med en afstand mindre end rc. Forskydningen af potentialet er med til at
sikre, at der ikke er diskontinuitet i potentialet. Denne metode kan dog være
upræcis, da kræfterne i systemet fortsat vil være udsat for en diskontinuitet. I
artiklen [15] argumenteres der for og dokumenteres, at en trunkering i kræften
vil give bedre resultater for Lennard-Jones systemer. Det dokumenteres at en
trunkering af kræften i afstande helt ned til 1.5σ giver bedre resultater for dy-
namik og struktur, end hvad man vil se for den almindelige trunkeringsafstand
2.5σ for potentialet. Den trunkerede kræft er
fTF (r) =
{
flj(r)− flj(rc) for r ≤ rc
0 for r ≥ rc
(3.6)
Ved integration af kræften fra r til rc finder man det tilhørende potentiale for
systemet som
vTF (r) =
{
vlj(r)− (r − rc)v′lj(rc)− vlj(rc) for r ≤ rc
0 for r ≥ rc
(3.7)
Af denne grund er samtlige simuleringer i denne rapport foretaget med en
trunkering i kræften
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Tabel 3.1: Parameter til ligning 3.8, taget fra [17]
σ(Å) (kcal/mol) zi
Na+ 2.350 0.1300 1
Cl− 4.450 0.100 -1
3.2 Parpotentiale for NaCl
For at teste teorien om isomorfer i et mere avanceret system end SCLJ-
systemer, valgte vi at arbjede med NaCl. NaCl blev anvendt, da det har en
velkendt krystal-struktur. Således er det et standard eksempel på et stof som
danner FCC-struktur i krystalfasen [5]. Samtidigt er det et binært system,
bestående af Na+- og Cl−-ioner. Dertil er det et stof, som er blevet under-
søgt via MD-simuleringer i forskellige videnskabelige artikler som f.eks. [16] og
[17]. Modellen fra sidstnævnte artikel, er den, som vi anvender til simulering
af NaCl.
Modellen for NaCl, vi anvender, er givet ved et Lennard-Jones potentiale
plus et Coulomb bidrag og er taget fra [17]. Potentialet vi simulerer ser ud som
følger:
φ(rij) =
zizje
2
4pi0rij
+ 4
[(
σ
rij
)12
−
(
σ
rij
)6]
(3.8)
Her er konstanten 0 vakuum permitiviteten og e er elektrons ladning. I tabel
3.1 ses værdier for  og σ og z, som her kun er specificeret for Na+ − Na+
og Cl− − Cl− interaktioner. Atommasserne for natrium og chlorid er hhv.
22.9898g/mol og 35.453g/mol [18].
For krydsinteraktioner anvendes Lorentz-Berthelot blandingsreglerne[9]. Lorentz-
Berthelot blandingsregler er som regel en god approksimation for krydsinter-
aktioner i binære partikelsystemer og siger
σNC =
σNN + σCC
2
(3.9)
NC =
√
NCNC (3.10)
At vi har valgt dette potentiale skyldes, at det indeholder en Lennard-Jones
del, som vi også simulerer i denne rapport. Tidligere er binærer Lennard-Jones
systemer undersøgt for isomorfer i væskefasen med gode resultater. F.eks. Kob-
Andersen systemer[2] som almindeligvis består af en 80%-20% blanding af
to forskellige partikler som interegerer via Lennard-Jones potentialet. Så det
interessante er ikke alene, at der er tale om et binært system, men mere hvad
det langt rækkende Coulomb bidrag gør ved systemet.
Simulering af Coulombpotentialer er kendt for at være besværlige, da der
er tale om et langtrækkende potentiale, der aftager som r−1. Det betyder at et
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Figur 3.2: Plot af potentialet for NaCl, samt Lennard-Jones poten-
tialet og det rene Coulomb potentiale. Ved lange afstande dominerer
Coulomb ledet og r−12-ledet fra LJ-potentialet dominere tæt på.
standard cut-off på rcut = 2.5, som almindeligvis anvendes for Lennard-Jones
potentialet, ikke vil give tilfredsstillende resultater. Der er gennem tiden fores-
lået og anvendt forskellige metoder til at beregne Coulomb bidraget i et forsøg
på at mindske simuleringstiden og optimere resultater. For nyligt er det blevet
påvist, at man ved brug af shifted-force metoden og et cut-off på rc = 6.5,
kan opnå samme resultater, hurtigere, end ved de ellers almindeligt anvendte
metoder[19]. Shifted-force metoden fungerer på samme måde for NaCl, som
den blev introduceret for Lennard-Jones potentialet.
3.3 Inverse power law potentialer
Det sidste potentiale, som vi gør brug af, er inverse power law(IPL)-potentialer.
IPL-potentialer er potentialer på formen
vipl(r) ∝
(
1
r
)n
(3.11)
hvor n kan have forskellige værdier. IPL-potentialer er simple potentialer, der
normalt ikke bruges som model for fysiske systemer. På trods af denne mangel
er IPL-potentialer vigtige i forbindelse teorierne om stærke korrelationer og
isomorfer. Således gælder begge teorier kun eksakt for IPL-systemer, mens
der er tale om en god approksimation for andre systemer. Dette gennemgås i
B. Da IPL-systemer er idealsystemer i forhold til teorien om isomorfer og de
invarianser der følger heraf, vil vi referere tilbage til dette potentiale.
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3.4 Dimensionsløse og reducerede potentialer
I computersimuleringer af Lennard-Jones systemer er det almindeligt at gøre
brug af dimensionsløse enheder[8]. Dette giver simplere udtryk for poten-
tialet og mere håndterbare talstørrelser. Almindeligvis reducerer man udfra de
mirkoskopiske indgående størrelser, men i denne rapport vil vi også anvende
simuleringer, hvor potentialet i stedet er reduceret ved brug af makroskopiske
størrelser. Vi vil her gennemgå forskellen på de to.
Mikroskopisk reducering
Ved reducering fra mikroskopiske størrelser menes der reduceret i forhold til
σ,  og m som har dimension af hhv. længde, energi og masse, og kaldes også
reducerede Lennard-Jones enheder. De mikroskopisk reducerede størrelser, som
almindeligvis noteres med ∗, er da r∗ = r/σ, E∗ = E/ og m∗ = 1. Det
reducerede Lennard-Jones potentiale bliver da
v∗lj(r
∗) = 4
[(
1
r∗
)12
−
(
1
r∗
)6]
(3.12)
Svarende til σ =  = 1. I det simuleringen udføres ved brug af reduceret
potentiale, vil også andre størrelser være reduceret, som f.eks.
• Tid: t∗ = t/
(
σ
√
m/
)
• Temperatur: T ∗ = TkB/
• Densitet: ρ∗ = ρσ3
Potentialet for NaCL som vi anvender i denne rapport indeholder også et
Lennard-Jones bidrag og kan derfor reduceres. Idet der reduceres med Na-
værdierne bliver potentiale for Na-Na interaktionerne
φNa(r
∗
ij) =
(q∗)2
rij
+ 4
[(
1
rij
)12
−
(
1
rij
)6]
(3.13)
Her er q∗ den reducerede ladning, som er givet ved
q∗ =
e
2
√
pi0NaσNa
= 32.985 (3.14)
Værdien kommer ved brug af data for natrium taget fra tabel 3.1.
Denne fremgangsmåde er som allerede nævt standard for Lennard-Jones
potentialer. Da arbejdet i denne rapport omhandler Lennard-Jones potentialet
generelt og ikke kommer i sammenhæng med et specifikt system, betyder det,
at samtlige simuleringer som minimum er udført med reducerede Lennard-
Jones enheder. Det betyder også, at vi, når vi fremover nævner reducerede
systemer, refererer til systemer, som er reduceret ved makroskopiske størrelser.
Af samme grund undlader vi at benytte '*' notationen.
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Makroskopisk reducering
Ved simuleringer i NVT-ensemblet er de to makroskopiske størrelser temper-
atur og densitet kostante. De to kan derfor benyttes til at reducere sit system
på samme måde som σ og  kan. Makroskopisk reducerede størrelser noteres
med ∼. Den makroskopisk reducerede længde er
r˜ = rρ1/3 (3.15)
Tilsvarende er den makroskopiske potentielle energi givet som
U˜ =
U
kBT
(3.16)
Ved en makroskopisk reducering bliver Lennard-Jones potentiale
U˜lj (r˜) =
4
TkB
(ρ1/3σ
r˜
)12
−
(
ρ1/3σ
r˜
)6 (3.17)
Simulering, ved brug af et makroskopisk reduceret Lennard-Jones poten-
tiale, har en række forskellige fordele både generelt i simuleringer og for teorien
om isomorfer. I simuleringer vil man køre alle simuleringer med densitet og tem-
peratur 1, da disse kun ændrer potentialet. Dermed kan man i praksis anvende
præcis samme opsætning af partikler til simuleringer af forskellige densiter
og temperaturer. Det betyder også, at man instantant kan ændre densiteten
og/eller temperaturen for et system uden at skulle skalere hastigheder og afs-
tande for hver enkelt partikel. Samtidigt har man i Nosé-Hoover termostaten
en tidskonstant[13], som kan give små forstyrrelser til korte tider. Det problem
forsvinder, da man for alle simuleringer vil simulere med temperaturen 1, da
den reele temperatur T kun optræder i potentialet.
En vigtig egenskab ved isomorfteorien er, at den forudsiger, at en række
egenskaber vil være invariante langs isomorfe kurver[1]. Dette gælder dog kun
når de pågældende størrelser er målt i reducerede koordinater(For længere ud-
dybelse se afsnit 6). Ved simuleringer udført med potentialet i ligning 3.17 er
denne skalering foretaget på forhånd, og resultaterne fra simulering af et til-
standspunkt er dermed fra starten sammenlignelig med resultaterne fra andre
tilstandpunkter.

4 Krystaller
Som nævnt omhandler dette projekt krystaller. Dette afsnit har derfor til for-
mål at minde læseren om egenskaberne ved krystaller, og i særdeleshed perfekte
krystaller, som de bliver præsenteret i standard bøger om krystaller, såsom [5]
og [20].
4.1 Perfekte krystalstrukturer
Med en perfekt krystal forstås et uendeligt stort, makroskopisk ens gitter, hvor
der til ethvert gitterpunkt er knyttet en eller flere partikler. I tre dimenstioner
kan et sådan gitter defineres ved tre vektorer, a1,a2,a3, for hvilke der gælder,
at gitteret er ens, når det ses fra punktet r og ethvert punkt r′ givet ved
r′ = r+ n1a1 + n2a2 + n3a3 (4.1)
hvor ni er et heltal [5]. Vektorerne a1,a2,a3 kaldes de primitive translationsvek-
torer, og ethvert gitterpunkt l i krystallen vil være givet som
Rl = nl,1a1 + nl,2a2 + nl,3a3 (4.2)
I et helt simpelt tilfælde kan de primitive translationsvektorer blot være givet
ved a1 = kxˆ,a2 = kyˆ,a3 = kzˆ. Denne struktur kaldes en 'Primitive cubic'
(PC)-krystal, da vektorerne netop angiver punkter placeret i hjørnerne på ku-
ber [5]. Det parallelepipedum der afgrænses af a1,a2,a3 kaldes en primitiv
celle, og udgører en enhedscelle i krystallen [5].
Partiklerne i krystallen sidder relativt til gitterpunkterne i en struktur
kaldet en basis. I det simpleste tilfælde består en basis blot af et enkelt atom
placeret præcist i gitterpunktet, men ofte består en basis af flere atomer. Po-
sitionen af et atom j i en basis kan angives, relativt til det pågældende gitter-
punkt, som
rj = xja1 + yja2 + zja3 (4.3)
hvor 0 ≤ xj , yj , zj ≤ 1 er reelle tal [5]. Posistionen af en partikel i krystallen
vil derfor være givet ved
Rl,j = (nl,1 + xj)a1 + (nl,2 + yj)a2(nl,3 + zj)a3 (4.4)
I eksemplet ovenfor, med pc-krystallen, kunne basis være et atom placeret i
gitterpunktet, men der kunne lige så godt være flere partikler i den valgte basis,
hvilket ville give en helt anden krystalstruktur. Hvis der kun var én partikel
i basis, altså én partikel pr gitterpunkt, vil (tal)-densitet ρ være 1/k3, hvor k
er den karakteristiske gitterlængde. Dette kan ses ved at udregne volumet af
enhedscellen, givet fra [5]
Vc =|a1 · a2 × a3| (4.5)
=|kxˆ · kyˆ × kzˆ| = k3 (4.6)
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Normaltvis kan k sættes til 1 i en matematisk beskrivelse, da man blot skal
skalere sit koordinatsystem.
4.2 FCC krystaller
I vores projekt arbejder vi primært med en type krystaller kaldet 'Face centeret
cubic' (FCC)-krystal, der er endnu en krystal bygget op som en perfekt krystal.
Som navnet antyder, er det en kubisk krystal, i modsætning til eksempelvis en
hexigonal krystal. Grunden til, at vi har valgt at arbejde med FCC-krystaller,
er, at dette er en stabil (eller metastabil) krystalstruktur for SCLJ [21] i den
del af faserummet, vi har valgt at arbejde med. Derudover gør den kubiske
struktur det nemt at sætte krystallen op til simuleringer.
Det er muligt at anvende de samme translationsvektorer for FFC-krystallens
opbygning, som blev anvendt ovenfor til PC-krystallen, der i et koordinatsys-
tem, som er skaleret passende, blot er de tre basisvektorer for koordinatsys-
temet. I så fald vil der i FCC-krystallen være en partikel i hvert gitterpunkt,
og derudover tre andre partikler, så partiklernes position i forhold til gitter-
punktet kunne beskrives ved følgende basis
r0 = 0, r1 =
1
2
(a1,PC + a2,PC), r2 =
1
2
(a2,PC + a3,PC), r3 =
1
2
(a3,PC + a1,PC)
(4.7)
Dette kan beskrives som en partikel i det ene hjørne af en kube med sidelængde
givet ved gitterafstanden, og en partikel placeret midt i hver af de flader i
kuben, der berører hjørnet. Dette giver 4 partikler pr enhedskube. Volumet
af enhedskuglen findes som ovenfor, med k = 1, og densiteten bliver derfor
ρ = 4/1 = 4. FCC-krystallen er den kubiske krystalstruktur, som giver den
højeste tæthed for spheriske partikler.
Det er dog sådan, at de tre sidste vektorer i den angivne basis, også kan
anvendes som primitive translationsvektorer, og derfor bliver partiklerne i en
FCC-krystal ofte angivet som
Rl = nl,1a1 + nl,2a2 + nl,3a3 (4.8)
med
a1,FCC =
1
2
(xˆ+ yˆ), a2,FCC =
1
2
(yˆ + zˆ), a3,FCC =
1
2
(zˆ+ xˆ) (4.9)
hvilket giver en afstand mellem nærmeste gitterpunkter på 1√
2
[5]. Densiteten
er naturligvis uændret, da vi blot har valgt en anden måde at definere git-
terpunkterne på. I denne fremstilling er der kun en partikel pr volume, men
volumet er tilgengæld
Vc = |1
2
(xˆ+ yˆ) · 1
4
(xˆ+ yˆ)| = 1
4
(4.10)
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hvilket giver en densitet på 4.
Uanset valget af underlæggende gitter, kan det hurtigt ses, at enhver par-
tikel i et FCC-gitter har 12 nærmeste naboer. Hvis vi vælger det sidstnævnte
gitter, vil der være en nærmeste partikel, i hver af punkterne udpeget af de
enkelte translationsvektorer, samt hver af disse ganget med −1. Dette giver 6
naboer. For at finde de resterende 6 kan det ses, at
|a1 − a2| = 1
2
|xˆ− zˆ| = 1√
2
= |a1| (4.11)
og tilsvarende for en hvilken som helst anden difference mellem to transla-
tionsvektorer. Altså udpeger en sådan kombination også en nærmeste nabo,
og af dem er der præcist 6, hvilket i alt giver 12 nærmeste naboer.
4.3 Det reciprokke gitter
De gitterstrukturer, der hidtil er blevet beskrevet, er de strukturer, man ville
se, hvis man så på en perfekt krystal gennem et fantastisk godt mikroskop. Man
siger, at dette gitter tilhører det virkelige rum. Dette er dog ikke den eneste
gittestruktur knyttet til en given krystal. Et andet vigtigt koncept i arbejdet
med krystaller er det reciprokke gitter. Når man foretager spredningsforsøg på
krystaller, er det dette gitter man "ser". Man måler derfor i det reciprokke rum.
Den grundlæggende tankegang bag konceptet er, at fordi gitterstrukturen i
krystaller er så periodisk, er langt de fleste lokale egenskaber det også, herunder
elektrondensiteten, som er den, man måler i spredningsforsøg med røntgen. På
grund af denne periodisitet anvendes fouriertransformation på de pågældende
størrelser, og der opnås udtryk, der afhænger af vektorer i det reciprokke rum
[5].
Givet et perkekt krystalgitter, med primitive vektorer a1, a2 og a3, kan det
reciprokke gitter konstrueres ud fra vektorerne b1, b2 og b3 givet ved [5]
b1 = 2pi
a2 × a3
a1 · a2 × a3 , (4.12)
b2 = 2pi
a3 × a1
a1 · a2 × a3 , (4.13)
b3 = 2pi
a1 × a2
a1 · a2 × a3 (4.14)
hvilket for FCC-gitteret giver
b1 = 2pi
1
4(yˆ + zˆ)× (zˆ+ xˆ)
1
8(xˆ+ yˆ · (yˆ + zˆ)× (zˆ+ xˆ)
(4.15)
=2pi(xˆ+ yˆ − zˆ) (4.16)
og tilsvarende
b2 = 2pi(yˆ + zˆ− xˆ), b3 = 2pi(zˆ+ xˆ− yˆ) (4.17)
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hvilket er det samme som de primitive translationsvektorer i en anden gitter-
struktur kaldet BCC-krystallen, dog med en anden gitterlængde [5]. Altså er
det reciprokke gitter til FCC-krystallen en BCC-krystal.
Hvis man konstruerer det reciprokke gitter til et gitter i det reciprokke
rum, vil man få et gitter i det virkelige rum [5]. Hvis man anvender samme
metode, som blev brugt til at konstruere b1,b2 og b3 på dem selv, fås
c1 = 2pi
b2 × b3
b1 · b2 × b3 (4.18)
=2pi
1
(2pi
(yˆ + zˆ− xˆ)× (zˆ+ xˆ− yˆ)
(xˆ+ yˆ − zˆ) · (yˆ + zˆ− xˆ)× (zˆ+ xˆ− yˆ) (4.19)
=
2(xˆ+ yˆ)
2(xˆ2 + yˆ2
(4.20)
=
1
2
(xˆyˆ) = a1 (4.21)
og tilsvarende fås c2 = a2 og c3 = a3, altså de originale primitive vektorer.
4.4 Krystaldynamik
I dette projekt ses der primært to typer af dynamik i krystaller: Hurtig dy-
namik, svarende til vibrationer af de enkelte atomer omkring ligevægtspunkter,
og langsom dynamik, svarende til atomers bevægelse væk fra deres oprindelige
gitterposition over lange tider.
I et energilandskabsbillede er der omkring hver gitterplads en meget dyb
potentialebrønd, hvorfor det er meget sandsynligt at finde en partikel i en po-
sition tæt på dens plads i gitterstrukturen. En anden måde at forstå dette
på er, at kræfterne fra de omkringliggende atomer i gitteret udlignes i ne-
top gitterpunktet, og hvis partiklen bevæger sig bort fra dette punkt, vil den
resulterende kraft på partiklen være rettet tilbage mod gitterpladsen [22].
Under antagelse af at de vibrationer en partikel laver omkring sin plads i
gitteret er små, kan man rækkeudvikle udtrykket for potentialet omkring git-
terpositionerne. Da den potentielle energi er minimal når partiklerne sidder
netop i deres gitterpunkter, vil førsteordensledet af denne blive 0. Derfor er
det almindeligt, at man udvikler udtrykket til anden orden, hvorfor man får,
at potentialet kan approksimeres med en harmonisk funktion af afvigelserne.
Dette gør, at man ofte modellerer de interatomiske kræfter i en krystal som
fjedre [5]. Denne approksimation er ofte en meget god approksimation, men er
selvfølgelig ikke perfekt. Når noget ikke bliver indfanget af denne approksima-
tion, kaldes det en anharmonisk effekt[5].
Med hurtig dynamik menes i dette projekt, som nævnt, netop de enkelte
atomers vibration omkring deres ligevægtsplads i gitteret, altså termisk vi-
bration. Vibrationerne kan betragtes som en sum af bølger, der bevæger sig
gennem krystallen. Til hver af disse bølgevektorer er knyttet tre orthogonale
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vektorer, da vibrationerne kan forekomme i udbredelsesretningen, men også
i de to orthogonale planer. Det er disse vibrationer vi gerne vil undersøge i
forhold til den hurtige dynamik.
Ud over den hurtige dynamik i krystaller ønsker vi at undersøge dynamik
til lange tider. Et naturligt eksempel på dette fra væskedynamik ville være
diffusion, hvilket i krystallen ville betyde partiklers bevægelse væk fra deres
oprindelige ligevægtspunkt. Dette kan ske ved, at to partikler bytter plads i
krystallen eventuelt som følge af termiske vibration, som beskrevet ovenfor.
Det er dog en meget langsom proces, da der kræves en anselig kinetisk energi
i et meget lokalt område, før den finder sted, jævnfør engergilandskabsbilledet
ovenfor. I stedet har vi valgt at se på en hurtigere type proces, der også er
mere naturlig. Vi vil undersøge krystaller med defekter i gitterstrukturen i
form af huller, hvilket er et helt naturligt forekommende fænomen[5]. Hvis
man i en krystal tænker på et hul, som om en partikel er blevet flyttet fra
inden i krystallen til en plads på krystallens overflade, vil sandsynligheden for
at en plads i krystallen er tom være proportional med Boltzmannsfaktoren
P = exp(−Ev/kBT ), hvor Ev er den energi, der skal til at flytte en partikel
fra en en gitterplads i krystallen til en gitterplads på krystallens overflade [5].
I en krystal med N partikler vil der så i ligevægt gælde
n
N − n = exp(−Ev/kBT ) (4.22)
hvor n er antallet af huller i krystallen, hvilket giver
n ' N exp(−Ev/kBT ) (4.23)
da der almindeligvis gælder n << N [5].
Disse huller vil medføre, at der vil være lokale områder i krystallen, hvor
systemet ikke på samme måde har en unik ligevægtstilstand. I energilandskab-
sbilledet vil det svare til, at naboerne til en tom gitterplads blot skal overvinde
en betydeligt mindre energibarrierer for at systemet kommer i en ny ligevægt-
stilstand. Altså vil systemet som helhed udvikle sig over tider, der er meget
lavere end de tider der skal til for at se diffusion i de perfekte krystaller.
På tilsvarende måde kan man forestille sig, at der findes områder i krys-
tallen, hvor der er for mange partikler i forhold til gitterpladser. I stedet for
at tænke på dette som partikler, der bliver flyttet fra overfladen af krystallen
ind i krystallen, tages i stedet en partikel fra en gitterposition, og flyttes til en
postition mellem nogle andre partikler. På samme måde som med hullerne de-
fineres sandsynligheden for at en given partikel befinder sig i en mellemliggende
position ved P = exp(Ei/kBT ), men nu skal der tages højde, både for, hvor
mange partikler, der befinder sig i en mellemliggende position, og hvor mange
af disse positioner der findes. Altså fås for en krystal med N gitterpladser og
N ′ mellemliggende positioner
n2
(N − n)(N ′ − n) = exp(−Ei/kBT ) (4.24)
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eller
n '=
√
NN ′ exp(−Ei/2kBT ) (4.25)
hvor n er antallet af partikler, der befinder sig i en mellemliggende position
[5].
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4.5 Opsætning af perfekte krystaller
Vi vil her som afslutning til krystal-afsnittet, vise opsætningen for de systemer,
som vi anvender i simuleringer i denne rapport.
SCLJ-systemer er i krystalfasen stabil som i både FCC- og HCP-struktur[21].
I denne rapport har vi valgt at se primært på FCC-strukturen. I figur 4.1 kan
opsætningen for en perfekt FCC-krystal for 108 partikler ses. For langt størst-
edelen af de simuleringer, som er udført i denne rapport, vil opsætningen være
af denne art.
Figur 4.1: Her ses opsætningen af en perfekt FCC-krystal for 108 par-
tikler, svarende til 27 celler med hver 4 partikler. Denne opsætning
anvendes til Lennard-Jones systemerne. Bindingerne i figuren er kun
med for at give et overblik.
For NaCl er der tale om systemer bestående af to typer atomer med hver
sin ladning. Krystalstrukturen for NaCl er FCC, hvilket betyder at natriu-
matomerne sidder i et FCC-gitter og chlorid atomerne sidder ligeledes i FCC-
gitter[5]. De to gitre i den samlede krystal er placeret forskudt af hinanden.
Dette kan ses i figur 4.2 hvor 500 natriumatomer og 500 chloridatomer er opsat
i perfekt FCC struktur.
Denne opsætning er udgangspunktet for alle simuleringer med NaCl, der
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Figur 4.2: Her ses opsætningen af NaCl i en perfekt FCC-krystal for
i alt 500 natrium og 500 chlorid atomer. Som man kan se, danner de
små Natrium atomer et FCC-gitter for sig selv mixet ind med de store
Chlorid atomer, som ligeledes sider i FCC-gitter. Bindingerne i figuren
har ingen betydning, men er blot med i figuren for at skabe et overblik.
er vist resultater for i denne rapport.
5 Stærkt korrelerende systemer
I dette afsnit vil vi gennemgå begrebet stærkt korrelerende systemer, da disse
danner baggrunden for isomorfteorien.
Viriale
I et system med partikler som interagerer med hinanden, vil denne interaktion
give et bidrag til det samlede tryk i systemet. Dette bidrag kaldes for virialet
og noteres W . En længere udledning af dette kan se i appendiks A. Virialet
kommer til udtryk i tilstandsligningen som et ekstra led til den normale ideal-
gasligning
PV = NkBT +W (5.1)
Selve definitionen på virialet er
W =
1
3
∑
i
∑
i<j
rij · fij = −1
3
∑
i
∑
i<j
rij ·∇rijv (rij) = −
1
3
∑
i
∑
i<j
w (rij) (5.2)
Her er fij den inbyrdes kraft mellem partikel j og i. w er det indbyrdes parviri-
ale imellem de enkelte partikler
w ≡ rdv(r)
dr
(5.3)
Fra definitionen på viriale kan vi nu introducere begrebet stærkt korrel-
erende system. For et system i ligevægt, vil den potentiel energi U flukturere
i de enkelte tidsskridt omkring en ensemble middelværdi 〈U〉. Idet U fluktuer-
er, vil det samme gælde for virialet W . Et stærkt korrelerende system er et
system, hvor der til en god approksimation er en lineær sammenhæng mellem
fluktuationerne for U og W . Denne approksimation kan vurderes ved at måle
korrelationskoefficienten defineret som
R =
〈∆W∆U〉√
〈(∆U)2〉〈(∆W )2〉
(5.4)
Korrelationskoefficienten er almindeligt kendt fra statistik og kan via Cauchy-
Schwarz ulighedsteoremet vises at have værdier i intervallet [−1, 1][23]. En
værdi på R = 1 svarer til en perfekt lineær sammenhæng. Et system siges
at være stærkt korrelerende når R ≥ 0.9[2]. Man kan yderligere vise at sys-
temer med IPL-potentialer er perfekt korrelerende, dvs at der er en lineær
sammenhæng mellem potentiel energi og virialet. Dette er vist i appendiks B.
Den lineære sammenhæng mellem ændringerne i den potentielle energi og
viriale, som man kan approksimere, kan skrives
∆W = γ∆U (5.5)
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Her er γ hældningen man finder ved lineær regression og er defineret som
γ ≡ 〈∆W∆U〉〈(∆U)2〉 (5.6)
γ er en central størrelse i forhold til isomorfer.
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5.1 Stærk korrelation i krystaller
I artikel [3] vises det, at der også kan forventes stærk korrelation mellem flukta-
tioner i U og W i den krystalinske fase under fast volumen. Argumentationen
for dette er her gennemgået for én-dimensionelle krystaller, mens der for det
tredimensionelle tilfælde relateres til den originale artikel. Argumentationen
i det tredimensionelle tilfælde er i udgangspunktet meget lig den for det én-
dimensionelle, men er naturligvis langt mere kompliceret. Dette afsnit er taget
med af to årsager. Dels viser det i simple træk, hvorfor vi kan forvente at finde
stærk korrelation i krystalfasen, og dels viser den en sammenhæng, der senere
er blevet til en formodning om en ny isomorf invariant, som vil blive behandlet
i afsnit 10.1.
I en dimension består en krystal af en kæde af partikler, med en fast afs-
tand mellem partiklerne, rm. Denne afstand tages her til at være minimum for
potentialet. Desuden begrænses interaktionen i systemet til, at partikler kun
påvirkes af deres nærmeste naboer. På denne måde kan den potentielle energi
i systemet skrives som
U =
∑
i
v(ri,i+1) (5.7)
hvor ri,i+1 er afstanden mellem partikel i og partikel i+ 1, som i det perfekte
tilfælde altså er rm[3].
Som nævnt i afsnit 4 er den primære dynamik i krystaller termiske vi-
brationer omkring partiklernes pladser i gitterstrukturen. Dette giver små
afvigelser i afstanden mellem partiklerne. Normaltvis Taylor-udvikles poten-
tialet omkring disse ligevægtspunkter til 2. orden for den harmoniske approksi-
mation, men her ønskes en udledning til 3. orden, hvor der ses bort fra det
konstante led[3]. Først indføres notationen
kn ≡ v(n)(ri,i+1)|ri,i+1=rm (5.8)
hvor der med v(n) menes den n'de afledte af potentialet. Dernæst bemærkes
det, at k1 = 0, da den førsteafledte af potentialet nødvendigvis giver nul i
potentialets minimum.
Af dette fås [3]
U =
∑
i
(
1
2
k2(ri,i+1 − rm)2 + 1
6
k3(ri,i+1 − rm)3
)
(5.9)
og tilsvarende for virialet
W = −1
3
∇ri,i+1U = −
1
3
∑
j
(
k2ri,i+1(ri,i+1 − rm) + k3
2
ri,i+1(ri,i+1 − rm)2
)
(5.10)
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Der indføres nu
Sp ≡
∑
i
(ri,i+1 − rm)p (5.11)
hvilket gør at potentialet kan skrives som
U =
1
2
k2S2 +
1
6
k3S3 (5.12)
Hvis man benytter, at ri,i+1 = rm+(ri,i+1−rm) kan virialet tilsvarende kunne
skrives som [3]
W = −1
3
(
k2rmS1 + k2S2 +
k3rm
2
S2 +
k3
2
S3
)
(5.13)
Udtrykket for virialet kan forsimples ved at se, at ri,i+1 kan skrives som
ri,i+1 = rm + ui+1 − ui (5.14)
hvor ui er den i'de partikels afvigelse fra sin gitterplads. Denne omskrivning
gør, at
S1 =
∑
i
(ri,i+1 − rm) =
∑
i
(ui+1 − ui) (5.15)
Denne sum giver naturligvis forskellen i afvigelse for partikel 1 og partikel N ,
men under antagelse om fast volumen vil afstanden mellem disse partikler være
konstant. Deres relative afvigelse fra deres udgangspunkt må derfor være 0[3].
Ved lave temperaturer, bliver ri,i+1 − rm << 1. Samtidig gælder der for
hvert led s2 i S2, at s2 ≥ 0 mens leddene s3 i S3 kan antage både positive og
negative værdier. Disse to ting gør det muligt at antage, at S3 << S2[3]. Vi
ser derfor bort fra S3 ledet, og W kan så udtrykkes som en lineær funktion af
U givet ved [3]
W = −1
3
k2 + k3rm/2
k2/2
U = −1
3
(
2 +
k3rm
k2
)
U (5.16)
På baggrund af denne linearitet, kan der forventes en fuldstændig korrela-
tion mellem fluktationer i W og U for den én-dimensionelle krystal.
En anden spændende pointe fra ligning (5.16) er, at der er tale om en
anharmonisk effekt. Hvis man anvendte den harmoniske approksimation ville
k3 = 0 og der ville gælde, at W = −23U , altså en fuldstændig korrelation med
en negativ sammenhæng mellem U og W [3].
Den sidste parentes i ligning (5.16) er tidligere i [3] blevet døbt n(2),
oprindeligt defineret ud fra forholdet mellem de afledte af det IPL-potentiale,
der kan bruges til at approksimere Lennard-Jones-potentialet. Generelt de-
fineres n(2) for en parinteraktion v(rij) som
n(2)(r) ≡ −rv
′′′(r)
v′′(r)
− 2 (5.17)
5.1. STÆRK KORRELATION I KRYSTALLER 31
hvilket gør, at ligning (5.16) kan skrives som [3]
W =
n(2)(rm)
3
(5.18)
For den tredimmensionelle er udledningen betydeligt længere, da der skal
tages højde for afvigelser i positionen i alle tre dimensioner. Derfor fås heller
ikke en fuldstændig korrelation, men istedet en approksimativ korrelation mellem
fluktationer i W og U . Dog viser det sig, at der også her gælder, at [3]
W ≈ n
(2)(rm)
3
U (5.19)
Også her ville der i den harmoniske approksimation gælde, at W ∝ −U .
Størrelse n(2) er interessant da den kan relateres til γ mere generelt, som
følge af en ny invariant størrelse, som vi vil snakke mere om i afsnit 10.1.

6 Isomorfer
I dette afsnit vil vi introducere begrebet isomorfer samt gennemgå en række
af de konsekvenser, isomorfteorien har. Derefter vil vi gennemgå, hvilke syste-
mer der kan forventes at have isomorfer, og hvordan isomorfe tilstandspunkter
bestemmes.
Udgangspunktet for isomorfer starter ved i første omgang at betragte den
kanoniske tilstandssum givet som[9]
Q =
1
N !
1
h3N
∫
drNdpNe−(U(r
N )+K(pN )))/kbT (6.1)
Her er h Plancks konstant og rN og qN er hhv. position og hastighed for alle
N partikler, således at der er tale om 6N integraler. Tilstandssummen kan let
sepereres til produktet af den dynamiske og den konfigurationelle tilstandssum
som følger
Q =
1
N !
1
h3N
∫
dpNe−K(p
N )/kbT
∫
drNe−U(r
N )/kbT
=
(
V N
N !
1
h3N
∫
dpNe−K(p
N )/kbT
)(
V −N
∫
drNe−U(r
N )/kbT
)
= QidQex
(6.2)
Denne opdeling betyder, at position og hastighederne af partiklerne er ukorrel-
erede og kan derfor betragtes hver for sig. På tilsvarende måde kan den enkelte
Boltzmannsfaktor betragtes som et produkt af to uafhængige bidrag.
Vi betragter nu to forskellige tilstandspunkter med temperatur og den-
sitet (ρ1, T1) og (ρ2, T2). For de to tilstandspunkter kan det ske, at de har ens
mikroskopiske konfigurationer, når man betragter de to mikroskopiske konfig-
urationer ved reducerede koordinater. Det vil sige, at man har
ρ
1/3
1 r
(1)
i = ρ
1/3
1 r
(2)
i
⇐⇒
r˜(1) = r˜(2)
(6.3)
Dette kan ske for mange mikroskopiske konfigurationer for mange forskellige
tilstandspunkter, men for at sige at to tilstandspunkter er isomorfe stilles føl-
gende krav[1]: Hver gang to tilstandspunkter har mirkoskopiske tilstande med
ens reducerede koordinater, da kræves det, at de to mikroskopiske konfigura-
tioner samtidigt har proportionale Boltzmannsfaktorer. De proportionale kon-
figurationelle Boltzmannfaktorer skrives som
e−U(r
(1))/kBT1 = C12e
−U(r(2))/kBT2 (6.4)
hvor C12 er en konstant, som udelukkende afhænger af de to tilstandspunkter.
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6.1 Invariante egenskaber mellem isomorfer
tilstandspunkter
Det, at to tilstandspunkter har proportionale Boltzmannfaktorer i reducerede
koordinater, medfører, at en lang række egenskaber er ens mellem de to punk-
ter. I artikel [1] er en lang række af disse gennemgået. Vi vil her skitsere de
vigtigste af disse.
Som en direkte konsekvens af kravet om proportionale Boltmannzfaktorer
følger, at den kanoniske konfigurationelle sandsynlighedsdistribution er isomorf
invartiant i reducerede koordinater. Denne er almindeligvis givet som
P (rN ) =
1
Qex
eU(r
N )/kBT (6.5)
og der gælder naturligvis ∫
P (rN )
drN
V N
= 1 (6.6)
når der integreres over hele rummet.
Tilsvarende finder man den i reducerede koordinater givet som
P (r˜N ) =
1
Qex
eU(r˜
N )/kBT (6.7)
og da sandsynligheden over hele rummet stadig er 1 fås∫
P (r˜N )dr˜N =
∫
P (ρ−NrN )ρNdrN = ρNV N = NN (6.8)
For at få en normaliseret reduceret sandsynlighedsdistribution defineres
P˜ (r˜N ), hvorom der gælder, at
P˜ (r˜N ) = N−NP (r˜N ) (6.9)
Integreres denne fås∫
P˜ (r˜N )dr˜N =
∫
N−NP (r˜N )dr˜N = N−NρN
∫
P (r)drN = 1 (6.10)
At sandsynlighedsdistributionen er invariant kan ses ved at opskrive denne
for to isomorfe tilstandspunkter, hvor man vil få
P˜ (r˜N1 ) =
N−Ne−U(r˜N1 )/kBT1
N−N
∫
dr˜Ne−U(r˜N1 )/kbT1
=
C12e
−U(r˜N2 )/kBT2∫
dr˜NC12e−U(r˜
N
2 )/kbT2
= P˜ (r˜N2 ) (6.11)
Da C12 er konstant kan denne trækkes ud af integralet og dermed er sandsyn-
ligheden den sammen mellem to isomorfe systemer.
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Invariansen af den konfigurationelle sandsynlighedsdistribution medfører,
at det konfigurationelle bidrag til entropien Sex er isomorft invariant. Sex findes
fra Helmholtz fri energi, der er givet som [1]
A = −kBT ln(QNV T ) = −(kBT ln(Qid) + kBT ln(Qex)) = Aid +Aex (6.12)
Det er her værd at bemærke, at vi benytter A for Helmholtz fri energi som
det bliver gjort i [7]. Fra det konfigurationelle bidrag til den fri energi kan Sex
bestemmes som
Sex = −
(
∂Aex
∂T
)
V
=
dkBT ln(Qex)
dT
= kB ln(Q) +
kBTd ln(Qex)
dT
= kB lnQ+
kBT
Qex
(dQex)
dT
= kB lnQ+
kBT
Qex
(dQex)
dT
(6.13)
Differentialet i det sidste led bliver
(dQex)
dT
=
d
(
V −N
∫
drNe−U(rN )/kbT
)
dT
=
V −N
kBT 2
∫
drNU(rN )e−U(r
N )/kbT
(6.14)
Dermed ender man med at få entropien til
Sex = kB ln(Qex) +
1
TQex
V −N
∫
drNU(rN )e−U(r
N )/kbT
= kB ln(Qex) +
1
T
∫
drNU(rN )P (rN ) = kB ln(Qex) +
〈U〉
T
(6.15)
Ved det andet lighedstegn trækkes Qex ind i integralet, og definitionen på den
konfigurationelle sandsynlighedsdistribution anvendes. Efterfølgende anvendes
det, at vi har integralet over faserummet af den potentielle energi, hvilket giver
middelværdien for den potentielle energi. Måles Sex for to isomorfe tilstand-
spunkter, vil man se at
S(1)ex = kB lnQ
(1)
ex +
〈U1〉
T1
= kB ln(Q
(2)
ex ) + kB ln(C12) +
〈U2〉
T2
− kB ln(C12)
= kB ln(Q
(2)
ex ) +
〈U2〉
T2
= S(2)ex
(6.16)
Her er udnyttet, at de to isomorfe systemer har proportionale Boltzmannfak-
torer for mikroskopiske konfigurationer med ens reducerede koordinater, og
som man kan se ender leddet med proportionalitetskonstanten C12 med at
forsvinde. Dermed har vi, at det konfigurationelle bidrag til entropien er kon-
stant mellem isomorfe tilstandpunkter.
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Tilsvarende er den isokore varmekapacitet CV invariant. Defintionen på
varmekapaciten er
CV =
(
∂〈E〉
∂T
)
V
(6.17)
Hvor 〈E〉 er den totale middel energi i systemet. Varmekapaciteten er i NV T
ensemblet givet som(se evt. afsnit 12.1)
Cv =
〈(∆E)2〉
kBT 2
(6.18)
Varmekapaciteten kan deles op i et konfigurationelt og dynamisk bidrag. Det
dynamisk bidrag, svarende til idealgasbidraget, er almindeligvis givet som
CidV =
∂〈K〉
∂T
=
∂3/2NkBT
∂T
=
3
2
NkB (6.19)
CidV afhænger af antal frihedsgrader og er derfor invariant i alle tilstandspunk-
ter. For det konfigurationelle bidrag har man
Cexv =
〈(∆U)2〉
kBT 2
(6.20)
Den potentielle energi kan fra ligning (6.4) skrives som en funktion afhængende
af den pågældende isormorf I, som tilstandspunktet tilhører, samt en funktion
som kun afhænger af det pågældende tilstandspunkt noteret Q
U(rN ; ρ) = kBTfI(r˜) + g(Q) (6.21)
Vi kan nu definere det reducerede potentiale som
U˜(rN ; ρ) =
U(rN ; ρ)
kBT
= fI(r˜) +
g(Q)
kBT
(6.22)
Anvender vi dette reducerede potentiale, finder man at sammenhængen mellem
den potentielle energi for to isomorfe tilstandspunkter målt i reducerede koor-
dinater er
U˜1(r˜
N )− g(Q1)
kBT1
= U˜2(r˜
N )− g(Q2)
kBT2
(6.23)
Dette medføre for de tidslige fluktuationer at
∆U˜1(r˜
N ) = ∆U˜2(r˜
N ) (6.24)
Dette skyldes at g(Q)kBT -leddet kun afhænger af det pågældende tilstandspunkt,
men det er konstant for en hvilken som helst mikroskopisk konfiguration og
giver dermed ikke et bidrag til fluktuationerne. Dermed er fluktuationerne kun
afhængige af de reducerede koordinater, som er ens mellem isomorfe systemer,
og derfor bliver det konfigurationelle bidrag til CV invariant på en isomorf, og
den samlede varmekapacitet er derfor også invariant.
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Isomorfer er også interessante i forhold til ligevægt af systemer. Hvis man
fra ligevægt i et tilstandspunkt springer til et andet, vil man øjeblikkelig
befinde sig i ligevægt. Dette følger direkte af at to mikroskopiske konfigu-
rationer med ens reducerede koordinater, for to isomorfe tilstandspunkter, har
samme sandsynlighed. Således skal man ikke vente på, at en ligevægt indstiller
sig for et system på trods af en ændring i både temperatur og densitet.
Strukturen mellem isomorfe tilstandspunkter vil også være ens set i reduc-
erede koordinater. Således vil ting som den radiale distributionsfunktion og
lignende mål for struktur være identisk langs en isomorf.
Den sidste isomorfe invariant, vi vil nævne, er dynamik. Det er kræfterne i
systemet der er afgørende for dynamikken. I reducerede koordinater er kræften
på en partikel i givet som
F˜i = −∇˜iU˜ (6.25)
Fra ligning (6.23) vides det, at forskellen i den potentielle energi mellem iso-
morfe systemer kun er adskildt af en konstant. Fra dette følger at kræfterne
er ens, idet konstanten forsvinder ved differentiation.
Som det kan ses er der en lang række ting, der er invariante mellem isomorfe
tilstandpunkter. Dog er isomorfteorien, som nævnt, kun opfyldt approksima-
tivt og derfor vil disse forudsigelser gælde approksimativt. Derfor vælges en
definition på isomorfe kurver, ofte kaldet isomorfer, i fasediagrammet, som de
kurver, hvorpå det konfigurationelle bidrag til entropien er bevaret. Man kunne
have valgt at definere den på andre måder, men det har vist sig, at netop denne
definition er meget anvendelig [1]. Vi vil nu gå videre og se, på hvilke systemer
der kan forventes at have isomorfer.
6.2 Isomorfer i stærkt korrelerende systemer
Isomorfe tilstandspunkter har en lang række egenskaber som er sammenfaldende
set i reducerede koordinater, hvilket gør det meget simpelt at arbejde med
isomorfe systemer. Det viser sig dog, at isomorfer kun er eksakt opfyldt af
IPL-systemer, som vist i appendix B. For IPL-systemer gælder, at systemer er
isomorfe, hvis de opfylder at
ργ
T
= konstant (6.26)
Hvor γ er hældningen man får ved lineær regression for virialet som funktion
af den potentielle energi. γ er for IPL-systemmer givet som n/3 hvor n er IPL-
eksponenten. IPL-systemer bruges ikke almindeligvis til at modellere nogle
virkelige systemer, og de er derfor i sig selv ikke så interessante at arbejde
med. Det viser sig imidlertid, at man for systemer som er stærkt korrelerende
også skal have isomorfer til en god approximation. Udledningen af dette er
gennemgået i [1], men da dette er et essentielt grundlag for vores arbejde vil
vi her gennemgå beviset i detaljer.
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Først vil vi opskrive nogle generelle resultater, der har sit udgangspunkt i
reducerede koordinater. Defintionen på reducerede koordinater er givet som
r˜i = ρ
1/3ri (6.27)
Ser vi på to infinitisimalt tætte mikroskopiske konfigurationer med samme
reducerede koordinater, kan man opskrive
0 = δr˜i = δ
(
ρ1/3ri
)
=
(
ρ−2/3
3
)
dρri + ρ
1/3δri (6.28)
Dette kan omskrive til
δri = −1
3
dρ
ρ
ri = −1
3
(d ln ρ)ri (6.29)
Ændringen i den potentielle energi bliver da
δU =
∑
i
δri ·∇riU (6.30)
Man kan nu udnytte virialet, som har definitionen
W = −1
3
∑
i
ri∇riU (6.31)
Substituerer man ri via ligning (6.28), får man virialet til
W = −1
3
∑
i
δri
−13(d ln ρ)
∇riU =
1
d ln ρ
∑
i
δri∇riU =
1
d ln ρ
δU (6.32)
Det sidste lighedstegn kommer ved substitution fra ligning (6.30). Dermed
finder man, at to infinitisimalt tætte mikroskopiske konfigurationer med de
samme reducerede koordinater at
δU = (d ln ρ)W (6.33)
Videre kan vi se på en infinitisimal ændring af den potentielle energi delt
med tempereraturen δ(U/T ). Denne størrelse kan omskrives til
δ
(
U
T
)
=
TδU
T 2
− (δT )U
T 2
(6.34)
Dette kan videre omskrives til
δ
(
U
T
)
=
δU
T
− (δ lnT )U
T
(6.35)
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Indsætter man resultatet for δU fra ligning (6.33) ender man med
δ
(
U
T
)
=
(δ ln ρ)W − (δ lnT )U
T
(6.36)
Fra isomorfkravet om proportionale Boltmannzfaktorer har man at
e−U(r
(1))/kBT1 = C12e
−U(r(2))/kBT2 (6.37)
Tager man logaritmen, får man at
U(r(1))
T1
− U(r
(2))
T2
= −kB lnC12 (6.38)
Betragtes denne difference mellem to inifinitisimal tætte mikroskopiske kon-
figurationer er isomorfkravet dermed at
δ
(
U
T
)
= konstant (6.39)
Med dette i baghovedet kan vi nu vise, at der til en god approksimation
findes isomorfer, hvis og kun hvis vi har et system, som er stærkt korrelerende.
For et system med stærke korrelationer kan vi approksimere følgende lineære
sammenhæng for fluktuationer mellem den potentielle energi og virialet
∆W = γ∆U (6.40)
Dermed gælder til en god approksimation for et vilkårligt tilstandspunkt at
W = γU + C (6.41)
Fra dette kan vi lave en infinitisimal ændring i densiteten og temperaturen,
som opfylder at
δ lnT = γδ ln ρ (6.42)
Indsætter man dette i ligning (6.36), får man at
δ
(
U
T
)
=
(δ ln ρ)W − γ(δ ln ρ)U
T
=
(δ ln ρ)W − (δ ln ρ)W
T
=
δ ln ρ
T
C (6.43)
Da både temperaturen og densiteten er defineret makroskopisk, ændres denne
størrelse ikke makroskopisk og er derfor konstant. En konstant er netop hvad
man får for systemer med isomorfer, som det er vist i ligning (6.39). Således
gælder, at der er isomorfer, hvis man har stærke korrelationer.
Tilsvarende kunne man forestille sig at have isomorfer i et system. Forskellen
mellem to arbitrære konfigurationer for det pågældende tilstandspunkt noteres
da ∆, og da systemet har isomorfer gælder, at
∆δ
(
U
T
)
= 0 (6.44)
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Her er ∆ forskellen fra de to isomorfe tilstandspunkter, og δ er forskellen
mellem to infinitismalt tætte mikroskopiske konfigurationer.
Benytter vi os nu af ligning (6.36) får vi da
0 =
(δ ln ρ)∆W − (δ lnT )∆U
T
(6.45)
Omskrives dette, finder man at
∆W =
δ lnT
δ ln ρ
∆U = γ∆U (6.46)
Dette er netop approksimationen, man kan lave for et stærkt korrelerende
system. Således er det altså vist, at man kun kan forvente isomorfer, såfremt
der er tale om et system, hvor man approksimere en lineær sammenhæng
mellem den potentielle energi og virialet, altså stærkt korrelerende systemer.
6.3 γ's relation til temperatur og densitet
I dette afsnit vil vi se på sammenhængen mellem γ og densitet og temperatur. I
det efterfølgende afsnit vil vi vise, hvordan man kan bruge denne sammenhæng
til at bestemme isomorfe tilstandspunkter og derigennem isomorfe kurver.
Udgangspunktet for sammenhængen mellem γ, temperatur og densitet er,
at man langs en isomorf ved, at den konfigurationelle ændring i entropien er
0. Udnytter man dette samt gør brug af kædereglen, får man
0 = dSex =
(
∂Sex
∂V
)
T
dV +
(
∂Sex
∂T
)
V
dT (6.47)
Nu udnyttes Maxwell relationen,(
∂S
∂V
)
T
=
(
∂P
∂T
)
V
(6.48)
samt at det konfigurationelle bidrag til trykket er givet ved virialet til at få,
0 =
(
∂Pex
∂T
)
V
dV +
(
∂Sex
∂T
)
V
dT =
(
∂W
∂T
)
V
1
V
dV +
(
∂Sex
∂T
)
V
dT (6.49)
Dette kan videre omskrives til logaritmiske afledte, således at man får
0 =
(
∂W
∂T
)
V
d ln(V )+
(
∂Sex
∂T
)
V
Td ln(T ) =
(
∂W
∂T
)
V
d ln(V )−
(
∂U
∂T
)
V
d ln(T )
(6.50)
Herfra får man at, (
∂W
∂T
)
V(
∂U
∂T
)
V
=
(
∂ lnT
∂ ln ρ
)
sex
(6.51)
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Venstre siden af denne ligning kan relateres til de temperatureafledte af mid-
delværdier af hhv. viriale og potentiel energi. Middelværdien af virialet kan
skrives som
〈W 〉 =
∑
i
Wie
−Ui/(kBT )∑
i
e−Ui/(kBT )
(6.52)
tager man den temperaturafledte får man
(〈W 〉
dT
)
V
= −
∑
i
WiUie
−Ui/(kBT )∑
i
e−Ui/(kBT )
+
∑
i
Wie
−Ui/(kBT )∑
i
Wie
−Ui/(kBT )(∑
i
e−Ui/(kBT )
)2
= −〈WU〉+ 〈W 〉〈U〉 = −〈∆W∆U〉
(6.53)
Tilsvarende får man at (
∂U
∂T
)
V
= 〈(∆U)2〉 (6.54)
Dermed vil man se at forholdet mellem de to differentialer er definitionen på
γ, som er vist i afsnit 5,(
∂W
∂T
)
V(
∂U
∂T
)
V
=
〈∆W∆U〉
〈(∆U)2〉 ≡ γ =
(
∂W
∂U
)
V
(6.55)
Dette betyder altså at den endelige sammenhæng er
γ =
(
∂ lnT
∂ ln ρ
)
sex
=
〈∆W∆U〉
〈(∆U)2〉 (6.56)
Denne sammenhæng er første gang vist i [1]. I to senere artikler [24] og [25]
er det yderlige vist at γ kun er en funktion af densiteten. Vi vil her gå videre
og vise denne sammenhæng.
Fra isomorfteorien ved vi at entropi Sex og varmekapaciten CV er kon-
stante langs de samme kurver i fasediagrammet. Dermed kan vi udtrykke CV
som værende en funktion af entropien, CV = φ(Sex). Selve defintionen på
varmekapaciten er
CV ≡ ∂U
∂T
= φ(Sex) (6.57)
Samtidigt vil temperaturen i et system være givet som
1
T
=
(
∂Sex
∂U
)
V
(6.58)
Ved konstant volumen kan de to ligninger sammenskrives til følgende differen-
tialligning
dSex
φ(Sex)
=
dT
T
(6.59)
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Dette kan interegreres til
ψ(Sex) = ln(T ) + k(V ) (6.60)
her er k(V ) en integrationskonstant som kun afhænger af volumen, som netop
er antaget af være konstant. Dermed kan temperaturen udtrykkes som
T = eψ(Sex)e−k(V ) (6.61)
For at gøre temperaturen uafhængig af systemstørrelse defineres s ≡ Sex/N .
Nu kan temperaturen udtrykkes som funktion af s og ρ
T = f(s)h(ρ) (6.62)
Dette resultat gælder generelt for systemer som har isomorfer. Da entropien
er konstant langs en isomorf, er det ensbetydende med, at T/h(ρ) er konstant.
h(ρ) er en vigtig størrelse for isomorfer. Således giver et kendskab til h(ρ) ved
forskellige densiteter et kendskab til hvilken temperatur, man skal have, for at
man vil have isomorfe tilstandspunkter.
Videre kan man relatere h(ρ) til skaleringsparamteren γ. Fra ligning (6.56)
vides det, at γ er givet som
γ =
(
∂ lnT
∂ ln ρ
)
s
(6.63)
Indsættes resultatet fra ligning (6.62) får man
γ =
(
d lnh(ρ)
d ln ρ
)
S
+
(
d ln f(s)
d ln ρ
)
S
=
(
d lnh
d ln ρ
)
(6.64)
Dermed afhænger γ kun af densiteten.
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Isomorfe tilstandspunkter
I dette afsnit vil vi gennemgå, hvordan man fra et tilstandpunkt kan bestemme
andre tilstandspunkter, som er isomorfe med det originale tilstandpunkt.
For isomorfe tilstandpunkter i IPL-systemer vil der gælde, at de ligger på
kurver i fasediagrammet, som opfylder at
ργ/T = konstant (6.65)
hvor γ = n/3 er konstant, som vist i appendix B. For alle andre systemer,
som har isomorfer er γ, som vist i afsnit 6.3, kun afhængig af densiteten og er
derfor ikke konstant langs isomorfe kurver og derfor gælder den simple sam-
menhæng for ligning (6.65) ikke. Vi vil her gennemgå tre forskellige metoder
til at bestemme isomorfe tilstandspunkter. Alle tre metoder har sine fordele
og ulemper, som vi vil diskutere undervejs.
Direkte isomorf kontrol
Den mest grundlæggende metode til at bestemme om to tilstandspunkter er
isomorfe er via 'direct isomorph checks'. Udgangspunktet for denne metode er
selve defintionen på, at to isomorfe tilstandspunkter har proportionale Boltz-
mannsfaktorer, når deres mikrotilstande er ens i reducerede koordinater.
e−U(r
(1)
1 ,...,r
(1)
n )/kBT1 = C12e
−U(r(2)1 ,...,r(2)n )/kBT2 (6.66)
Tager man logaritmen af ligning (6.66) får man
U(r
(1)
1 , ..., r
(1)
n )
T1
=
U(r
(2)
1 , ..., r
(2)
n )
T2
+ ln(C12) (6.67)
I det de to tilstandspunkter har samme reducerede koordinater, kan vi videre
omskrive til
U(r
(1)
1 , ..., r
(1)
n )
T1
=
U((ρ1/ρ2)
1/3 (r
(1)
1 , ..., r
(1)
n ))
T2
+ ln(C12) (6.68)
Denne ligning betyder at man ved kørsel af en simulering ved et tilstandspunkt
med densitet ρ1 og temperatur T1, kan vælge sig en arbitrær densitet ρ2 for et
andet tilstandspunkt. Ved hver enkelt målling af den potentielle energi U1 kan
den potentielle energi findes for det nye tilstandspunkt ved brug af reducerede
koordinater. Plotter man de to potentielle energier mod hinanden, skal de
give en lineær sammenhæng, såfremt de to tilstandspunkter er isomorfe. Ved
lineær regression findes hældningen, og fra den kan temperaturen for det nye
tilstandspunkt bestemmes. Metoden giver altså mulighed for direkte at se, om
der ved en ny densitet findes en temperatur som gør at det nye tilstandspunkt
er isomorft med det originalt udvalgte tilstandspunkt.
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I figur 6.1 kan man se et eksempel på direkte isomorf kontrol. Her er
simuleret ved ρ1 = 1.2 og T1 = 1 for en Lennard-Jones krystal. For hvert
enkelt simuleret mikroskopisk konfiguration er den potentielle energi blevet
udregnet ved at skalere til densiteten ρ2 = 1.5. Som man kan se, falder punk-
terne langs en ret linje, og ved lineær regression finder man, at T2 = 2.81 er den
temperatur, som sikrer, at de to tilstandpunkter vil være isomorfe. Samtidigt
er det værd at notere sig, at man ved lineær regression får et konstant led,
hvilket viser at proportionalitetskonstanten C12 ikke er lig 1, som man ville se
det for et IPL-system.
-6.05 -6 -5.95
U(  r
 1 , . . .,  r N)
3
3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
U
( (  
ρ  1
  /
 ρ
 
2 
) 1
/ 3
 (  
r  
1 
,
 
.
 
.
 
.
,
 
 
r  
N )
)
 ρ1 =1.2  Τ1=1   ρ2=1.5
2.81·U+20.092,  R=0.9994
Figur 6.1: Her ses et eksempel på direkte isomorf kontrol for en FCC-
Lennard-jones krystal. Her er tilstandspunktet med ρ1 = 1.2 og T1 = 1
simuleret og ved hvert enkelt tidsskridt er den mikroskopiske konfig-
uration blevet evalueret ved U((ρ1/31 /ρ
1/3
2 )(r1, ..., rN ), hvor ρ2 = 1.5.
Som man kan se falder punkterne langs en ret linje, hvilket indik-
erer proportionale Boltzmannsfaktorer. Ved lineær regression finder
man, at temperaturen, som vil gøre de to tilstandspunkter isomorfe, er
T2 = 2.81. Tilsvarende finder man, at proportionalitetskonstanten C12
er forskellig fra 1, som man ville få for et IPL-system.
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Small jumps
Small jump har sit udgangspunkt i sammenhængen mellem γ og densitet og
temperatur, som er vist i afsnit 6.3. Her er det vist, at
γ =
(
∂ lnT
∂ ln ρ
)
sex
(6.69)
Dette udtryk kan diskretiseres som følger
γ =
(
ρ
T
∂T
∂ρ
)
sex
≈ ρ
T
∆T
∆ρ
(6.70)
Denne ligning anvedes ved at lave en lille ændring i temperaturen på f.eks. 1%,
og via γ bestemme den tilhørende densitet, såldes at man stadig befinder sig
på en isomorf. Denne metode har hidtil være anvendt med succes til at finde
isomorfe tilstandspunkter. Metoden er dog også en langsomelig process. Hvis
man f.eks. ønsker ændringer på 50% i densiteten, kræves der en lang række
af simuleringer, hver med små spring i densiteten, hvor γ skal bestemmes for
hver enkelt simulering.
Long jumps
I to nye artikler [24] og [25] er der udledt en metode til at lave store spring i
temperatur og densitet langs en isomorf præsenteret. Denne metode vil vi af
samme grund refereret til som 'long jump'. Udgangspunktet er systemer med
parpotentialer, der kan skrives som en sum af IPL-potentialer
φij(rij) =
∑
n
n,ij
(
σ
rij
)n
(6.71)
For et referencepunkt (ρ∗, T∗) i fasediagrammet, vil man for enhver mikroskopisk
konfiguration noteret R kunne opskrive den totale potentiele energi som en
sum af totalbidragene fra hvert IPL-led
U∗ =
∑
n
Un (R) =
∑
n
∑
i
∑
i<j
n,ij
(
σ
rij
)n
(6.72)
Med samme fremgangsmåde som ved direkte isomorf kontrol, kan vi skalere
mikrokonfigurationen R til en anden densitet ρ i fasediagrammet. For dette
tilstandpunkt bliver den potentiele energi
U = U∗
((
ρ∗
ρ
) 1
3
R
)
=
∑
n
∑
i
∑
i<j
n,ij
 σ(
ρ
ρ∗
) 1
3
rij

n
=
∑
n
(
ρ∗
ρ
)n
3 ∑
i
∑
i<j
n,ij
(
σ
rij
)n
=
∑
n
(
ρ
ρ∗
)n/3
Un(R)
(6.73)
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Fra direkte isomorf kontrol kan vi dermed opstille den lineære regression mellem
U og U∗ som
〈∆U∆U∗〉
〈(∆U)2〉 =
∑
n
(
ρ
ρ∗
)n/3 〈∆Un∆U∗〉
〈(∆U)2〉 (6.74)
Fra fluktuationer af energien i et system kan varmekapaciten CV almindeligvis
måles(Se afsnit 12.1). Her vil nøjes vi med at se på bidraget fra den potentielle
energi, altså de konfigurationelle bidrag til varmekapaciten CexV . Dette bidrag
kan deles op i enkelt bidrag fra IPL-ledene via størrelsen CexV,n defineret som
CexV,n ≡
(
∂〈Un〉
∂T
)
V
=
〈∆Un∆U〉
kBT 2
(6.75)
med CexV =
∑
nC
ex
V,n.
Fra ligning (6.62) ved vi at T/h(ρ) = f(sex) er konstant langs en isomorf,
og derfor er
T∗/h(ρ∗) = T/h(ρ)⇒ T/T∗ = h(ρ)/h(ρ∗) (6.76)
Forholdet mellem T og T∗ er derfor givet ved forholdet mellem den samme
funktion, evalueret for de to densiteter ρ og ρ∗. Derfor defineres en ny funktion,
givet ved
h(ρ˜) ≡ h(ρ)
h(ρ∗)
, ρ˜ =
ρ
ρ∗
(6.77)
og derfor fås
T = T∗h(ρ˜) (6.78)
At der findes en unik funktion h(ρ˜) skyldes sammenhængen T = h(ρ)f(sex),
hvor h og f kun er defineret indtil en multiplikativ konstant. Givet et til-
standpunkt (ρ∗, T∗) vil h(ρ∗) være netop en sådan konstant, og vi kan derfor
skrive
T =
h(ρ)
h(ρ∗)
f(sex)h(ρ∗) = h(ρ˜)g(sex), g(sex) = f(sex)h(rho∗) (6.79)
For at finde et funktionsudtryk for h(ρ˜) betragtes forholdet mellem T og
T∗, der, via den konfigurationelle varmekapaciten CexV , er givet som
T
T∗
= h(ρ˜) =
〈∆U∆U∗〉
〈(∆U)2〉 =
∑
n
ρ˜n/3
CexV,n
CexV
(6.80)
For Lennard-Jones-systemer er der kun to led i ovenstående sum, CexV,12
og CexV,6, hvorfor der gælder C
ex
V,6 = C
ex
V − CexV,12, og derfor bliver h(ρ˜) i dette
tilfælde [25]
h(ρ˜) = ρ˜4
CexV,12
CexV
ρ˜2
(
1− C
ex
V,12
CexV
)
(6.81)
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Det er derudover blevet vist i [26], at der for Lennard-Jones systemer gælder,
at
U12 =
W
2
− U (6.82)
hvilket desuden vil blive vist i et senere afsnit. Dette giver for CexV,12, fra ligning
(6.75)
CexV,12 =
〈∆U12∆U〉
kBT 2
(6.83)
=
〈∆(W/2− U)∆U〉
kBT 2
(6.84)
=
〈∆(W/2)∆U − (∆U)2〉
kBT 2
(6.85)
Samtidig vides det fra fluktuationsformlen for CexV , at denne er
CexV =
〈(∆U)2〉
kBT 2
(6.86)
Altså fås
CexV,12
CexV
=
〈(∆W∆U)/2− (∆U)2〉
〈(∆U)2〉 (6.87)
=
〈∆W∆U〉
2〈(∆U)2 − 1 (6.88)
hvilket, fra definitionen af γ i ligning (6.56), giver
CexV,12
CexV
=
γ
2
− 1 (6.89)
og det endelige udtryk for h(ρ˜) bliver
h(ρ˜) = (γ/2− 1)ρ˜4 + (2− γ/2)ρ˜2 (6.90)
og deraf følger, at tilstandspunktet (ρ, T ) er isomorft med tilstandspunktet
ρ∗, T∗, hvis det opfylder, at
T = T∗(γ/2− 1)ρ˜4 + (2− γ/2)ρ˜2 (6.91)
Det er altså muligt for standard Lennard-Jones potentialet at bestemme
h(ρ˜). Ligning 6.91 betyder, at så længe temperaturen, densiteten og γ er kendt
for et tilstandpunkt, kan man derfra frit vælge en ny densitet og finde den
tilhørende temperatur, som sikrer at de to tilstandpunkter er isomorfe.
Af de tre gennemgåede metoder er direkte isomorf kontrol den der som
udgangspunkt er bedst, idet den følger direkte fra kravet om proportionale
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Boltzmannsfaktorer og samtidigt også verificerer om to tilstandpunkter er iso-
morfe. I praksis viser den sig dog at være mindre anvendelig. Således kræver
direkte isomorf kontrol, at man i hvert eneste tidsskridt skalerer fra sin nu-
værende densitet til en ny densitet. Dette kræver at man, før man har startet
en simulering, har udvalgt en eller flere andre densiteter, som man vil un-
dersøge om er isomorfe med det tilstandspunkt man vil simulere. Den anden
mulighed er, at man gemmer samtlige positioner for samtlige tidsskridt, hvilket
øger simuleringstiden og i længden er meget pladskrævende. Derfor anvender
vi ikke i denne metode.
Small jumps er som nævnt langsom, fordi den kræver, at man skal simulere
mange tilstandspunkter for at få store ændringer i densitet og temperature.
Long-jump metoden er den klart letteste af de tre metoder, i det den fra et
simuleret tilstandpunkt tillader at finde andre isomorfe tilstandpunkter. Den
har dog også sine ulemper. For det første gælder den kun for Lennard-Jones-
lignende systemer, og er derfor ikke ligeså generel som de to andre metoder,
der kan anvendes på hvilke som helst systemer.
En fælles ulempe ved small jumps og long jumps som også er værd at notere
sig er, at de ikke afslører, om to tilstandpunkter rent faktiskt er isomorfe, som
man gør ved at anvende direkte isomorf kontrol. Derfor er man f.eks. nødt til
at se, om strukturen eller dynamikken er invariant som forudsagt, for at kunne
verificere, at to tilstandspunkter rent faktisk er isomorfe.
7 Simuleringsoversigt
Da vi har undersøgt en del forskellige egenskaber i vores simuleringer, vil vi
her, inden selve resultaterne kommer, give et overblik over, hvad der er blevet
undersøgt, samt nævne nogle fælles ting for alle simuleringer.
Formålet med dette projekt er at afklare, hvorvidt der findes isomorfer til en
god approksimation i krystaller. Dertil kommer at undersøge og dokumentere,
hvilke egenskaber der opfylder kravet om at være isomorf invariant. Til at
undersøge dette, har vi valgt at tage udgangspunkt i det klassiske Lennard-
Jones system, samt en mindre undersøgelse af NaCL. Da det er første gang at
krystalfasen undersøges for isomorfinvariante størrelser, har vi valgt at sprede
os ud over en række overordnede områder, hvoraf størstedelen er forudsagt til
at være invairante langs en isomorf. De forskellige områder vi har tænkt os at
afdække, samt hvad vi herunder specifikt undersøger, er
• Overgangen fra væske til krystal - Forskellen af γ og korrelationskoeffi-
cient i de to faser.
• Struktur - Den radiale distributionsfunktion, Strukturfaktor.
• Generelle isomorfe egenskaber - Forudsigelse af γ, isomorf spring og iso-
morfe kurver i UW-fasediagrammet
• Dynamik - Korttidsdynamik ved hastighedesautokorrelationsfunktionen
og langsom dynamik ved middelkvadratforskydning i defekte krystaller.
• Termodynamiske størrelser - Kompressibilitet, Varmekapacitet og varmeled-
ningsevne.
• NaCl - målling af korrelationskoefficient, γ, undersøgelse af isomorfer ved
undersøgelse af struktur.
Til hvert emne introduceres den grundlæggende teori i tillæg til selve isomorf
teorien, som er påkrævet for at kunne forstå den efterfølgende data. For hver
isomorf egenskab, som undersøges, vil en tilsvarende isoterm eller isokor blive
undersøgt, for at dokumentere at et sammenfald alene skyldes, at de forskellige
tilstandspunkter er isomorfe.
For størstedelen af de udførte simuleringer er en række grundlæggende ting
ens, som vi her vil nævne
• Simuleringerne er kørt i NVT-ensemblet, ved brug af leap-frog algoritmen
og Nosé-Hoover termostaten. Som udgangspunkt er alle LJ-simuleringer
blevet kørt med et tidsskrdit på ∆t = 0.0025 og en termostatrelaksation-
stid på τ = 0.2. For NaCl blev et tidsskridt på ∆t = 0.0005 anvendt.
• Alle simuleringer er kørt med shifted-force metoden og er for Lennard-
Jones kørt med Rcut = 3.5 og for NaCl Rcut = 6.5.
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• Alle systemer er startet i perfekt FCC-krystal struktur
• Alle systemer er kørt i gennem af to omgange for at sikre, at der kun ses
på ligevægtsfluktuationer
• Størstedelen af alle isomorfe tilstandpunkter findes ved hjælp af long-
jumps metoden
Nogle af simuleringsresultaterne vil afvige fra dette. I de tilfælde vil vi nævne
specifik, hvad ændringerne er og hvorfor.
I starten af projektet blev alle simuleringer kørt i Lennard-Jones enhed-
er da dette er standard fremgangsmåde. Imidlertid blev det undervejs klart,
at fordelene ved at anvende makroskopisk reducerede størrelser i simuleringen
gjorde, at vi gik over til at anvende dette i langt størstedelen af alle simu-
leringer. En af de største fordele er, at tidsskridtet på ∆t = 0.0025 er fint
når, vi anvender temperaturer og densiteter omkring 1 i Lennard-Jones en-
heder. Idet man laver store ændringer i densitet og temperatur bliver dette
tidsskridt for stort og simuleringerne vil derfor bryde sammen. Derfor er man i
Lennard-Jones enheder nød til at justere sit tidsskridt ved disse simuleringer.
Vælger man istedet at simulere ved makroskopisk reducerede enheder, vil tiden
i systemet blive justeret i forhold til den temperatur og densitet, man vælger.
Derfor kan man bevare det samme tidsskridt i alle simuleringer uden proble-
mer. Af denne grund er langt størstedelen af de resultater, vi fremviser, blevet
skabt via simuleringer i makroskopisk reducerede enheder.
8 Forskellen på væske og krystal
I artikel [2] er det vist, at der for SCLJ-systemer i krystalfasen vil være stærke
korrelationer. Dette er dokumenteret for tre forskellige tilstandspunkter. Vi vil
i dette afsnit undersøge nærmere, hvad de præcise forskelle er på korrelation-
skoefficienten og γ mellem krystal- og væske-fasen. Til denne undersøgelse har
vi anvendt [27], som har fastlagt fasediagrammet for n− 6-LJ potentialet med
i alt 8 forskellige værdier af n, heriblandt det klassiske 12 − 6-potentiale som
vi arbejder med.
I første omgang kan man se på resultaterne for en enkelt simulering. Til-
standspunktet blev valgt i krystalfasen ved densitet ρ = 1.2 og temperatur T =
1 for 4000 partikler opsat i en perfekt FCC-struktur ved i alt 107 tidsskridt.
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Figur 8.1: På figuren ses fluktuationer af virialet og den potentielle
energi som funktion af tiden ved i alt 100 tidsskridt. Som man kan se,
følger de to kurver hinanden rimeligt godt. Fluktuationer er frembragt
for Lennard-Jones ved ρ = 1.2 og T = 1 for 4000 partikler.
I figur 8.1 kan man se fluktuationer af den potentielle energi og virialet,
begge fratrukket deres middelværdi, så fluktuationer er omkring 0. Som man
kan se, ændres de to kurver næsten samtidigt, hvilket indikerer en høj korre-
lationskoefficient. Dette er tydeliggjort i figur 8.2, hvor den potentiele energi
er justeret i forhold til standardafvigelsen af den potentielle energi og virialet.
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Figur 8.2: På figuren ses tidsfluktuationer af den potentielle energi og
virialet, som også ses i figur 8.1. Her er den potentiele energi blevet
justeret i forhold til standardafvigelsen af hhv. den potentielle energi
og virialet. Som man her tydeligt kan se, følger to datasæt hinanden
tæt, hvilket som forventet indikerer at systemet er stærkt korrelerende.
Figuren viser tydeligt, at man er tæt på et perfekt kollaps, hvilket indikerer
at systemet er stærkt korrelerende. Tilsvarende kan man i figur 8.3 se viri-
alet plottet mod den potentielle energi i systemet. Som man kan se, falder
punkterne til en god approksimation langs en ret linje. Ved lineær regression
finder man at γ = 4.83 og R = 0.99908, hvilket betyder, at systemet har
en meget høj korrelationskoefficient. Dette er en lavere værdi af γ end man
normalt ser for væsken og tilsvarende en højere værdi af R. Dette kan forstås
ved, at vi i fasediagrammet befinder os ved højere densitet end det, man nor-
malt gør for en væske ved samme temperatur. Den forøgede densitet gør, at
den potentielle energi mellem partiklerne i højere grad domineres af r−12-ledet
i Lennard-Jones potentialet, hvilket gør, at γ nærmer sig værdien på 4, som
ville forventes for et rent IPL-12 potentiale. Tilsvarende forventes også korrela-
tionskoefficienten at stige mod 1, jo mere potentialet domineres af r−12-ledet.
For at undersøge denne forskel nærmere kørte vi en række tilstandspunkter
langs en isokor ved densitet ρ = 1.0 og temperature gående fra T = 0.6 til
T = 3.0. I dette temperaturinterval går man fra krystal- til væskefasen, igen-
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Figur 8.3: Figuren viser virialet plottet mod den potentielle energi for
de enkelte tidsskridt. Systemet er igen kørt ved 4000 partikler, densitet
ρ = 1.2 og T = 1 og i alt 107 tidsskridt. Som man kan se, falder punk-
terne til en god approksimation lans en ret linje. Ved lineær regression
finder man, at γ = 4.83 og R = 0.99908, hvilket altså indikerer, at
systemet selv for stærkt korrelerende væsker har en høj korrelation-
skoefficient.
nem et forholdsvist bredt koeksistensområde, hvor systemet både kan antage
væskeform eller krystalform. Forventningen for et system med isomorfer er, at
γ kun afhænger at densiteten. I [2] er det dog vist, at γ falder en smule som
funktion af temperaturen langs en isokor for tilstandspunkter i væskefasen.
I figur 8.4 kan man se γ målt langs isokoren gående fra krystal til væske.
Somman kan se, falder γ med temperaturen, og kun approksimativt uafhængig.
Ca. midt i koeksistensområdet er der en diskontinuitet i γ, som derefter fort-
sætter med at falde stabilt. Resultaterne tyder altså på, at der sker en ændring
i γ, der indikerer skiftet fra krystal- til væskefasen. Tilsvarende er R målt langs
samme isokor. Dette kan ses i figur 8.5. Her stiger R som funktion af temper-
aturen, på nær ved skiftet mellem T = 1.4 og T = 1.5, hvor R, som med
γ falder pludseligt. At R stiger som funktion er temperaturen, er også hvad
der er observeret i [2]. Målingerne indikerer altså, at på trods af at γ kan ap-
proksimeres til at være uafhængig i temperaturen i hver af de to faser, vil der
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Figur 8.4: Figuren viser γ som funktion af temperaturen langs en isokor
med ρ = 1. Som man kan se falder γ med temperaturen og i overgangen
fra T = 1.4 til T = 1.5 sker der er aprupt fald i γ. Dette er omkring
midt i koeksistensområdet for væske- og krystal-fasen
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Figur 8.5: Figuren viser korrelationskoefficienten ved samme isokor,
som der ses målinger for i figur 8.4. Her starter R med at stige for
så, som γ, pludseligt at falde ved skiftet fra temperatur T = 1.4 til
temperatur T = 1.5 for herefter at stige igen.
være en forskel på tværs af de to faser.
I figur 8.6 ses målinger af γ langs en isoterm ved i alt 8 densiteter gående
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Figur 8.6: Figuren viser γ langs en isoterm med T = 2, som skifter fra
fra væske til krystal. Skiftet fra væske til krystal sker i overgangen fra
ρ = 1 til ρ = 1.1. Som det ses, er γ stærkt densitetsafhængig og ændre
sig en del. Samtidigt er der ikke noget tydeligt tegn på overgangen fra
krystal til væske, som det ses langs isokoren i figur 8.4.
fra ρ = 0.7 til ρ = 1.4. Ligesom ved isokoren, som der ses mållinger for i figur
8.4, er der målt for systemer i væskefasen, koeksistensområdet og i krystal-
fasen. I modsætning til hvad man ser langs isokoren, er der for isotermen ikke
nogen klare tegn på faseovergangen. Til gengæld ses det tydeligt at γ er stærkt
densitetsafhængig og som værende faldende med densiteten, hvilket svare til
at systemet trykkes sammen og domineres af r−12-leddet i Lennard-Jones po-
tentialet.
Det er vigtigt at notere sig, at de stærke korrelationer ikke altid er givet
i f.eks. Lennard-Jones systemer. Man kan opleve, at de stærke korrelationer
forsivnder når densiteten og temperaturen bliver for lav. Dette betyder sam-
tidigt at muligheden for isomorfer i systemet forsvinder. Når densiteten og
temperaturen bliver for lav, vil man begynde at se, at trykket i systemet bliv-
er negativt, og man vil se, at korrelationskoefficienten vil falde i værdi. I figur
8.7 kan man se virialet plottet mod den potentiele energi for tilstandpunktet
med ρ = 0.8 og T = 0.0942 og N = 4000 kørt ved 106 tidsskridt og hvor man
finder et negativt tryk. Som man kan se, er der her en meget lav korrelation-
skoefficient og derfor ingen tegn på isomorfer. Da temperatur og densitet falder
og stiger sammen på isomorfer kurver, betyder dette, at enhver isomorf kurve
kun går til en vis grænse i ρ, T -fasediagrammet. Denne grænse vil findes ved
tilstandspunkter, hvor trykket bliver negativt. At isomorf teorien kan bryde
sammen ved negativt tryk er ikke noget problem, da negativt tryk sjældent
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ses ved rigtige eksperimenter.
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Figur 8.7: Figuren viser virialet plottet mod den potentielle energi for
de enkelte tidsskridt. Systemet er kørt med 4000 partikler, densitet
ρ = 0.8 og T = 0.0942 og i alt 106 tidsskridt. Ved dette tilstandpunkt
er trykket i systemet blevet negativt, og som man kan se har det den
konsekvens at korrelationskoefficienten er faldet. Tilsvarende finde man
også ved et forsøg på lineær regression, at γ er faldet til 2.113, hvilket
også ligger er under, hvad man normalt ser.
Efter den gennemgang af nogen af forskellene mellem væskefasen og krys-
talfasen, viser vores resultater helt tydeligt, at der er god grund til at forvente
isomorfer i krystalfasen, hvilket stemmer overens med resultaterne fra litter-
aturen. Vi vil derfor gå videre og undersøge, hvorledes der rent faktisk er
isomorfer for Lennard-Jones krystaller opsat i FCC-gitter. Måden, vi i første
omgang vil verificere isomorferne på, er ved at undersøge invariansen af struk-
turen for tilstandpunkter, som er forudsagt til at være isomorfe. Vi vil derfor
nu gå videre og introducere de forskellige undersøgelser af strukturen, som vi
har undersøgt.
9 Invarians af struktur langs isomorfer
For at undersøge om der er strukturel invarians langs isomorfe kurver, og deri-
gennem verificere at der rent faktisk er isomorfer i krystaller, har vi undersøgt
to størrelser som relaterer sig til systemets struktur: Den radielle distributions-
funktion og den statiske strukturfaktoren. Den radielle distributionsfunktion,
der også er blevet anvendt til at undersøge isomorf invarians i væsker, er der-
for oplagt at undersøge for krystallen også. Tilsvarende relaterer den statiske
strukturfaktor sig specifikt til den pågældende krystalstruktur.
9.1 Radiel distributionsfunktion
For væsker ved vi, at den radielle distributionsfunktion, g(r), er invariant langs
isomorfe kurver. Denne giver et billede af systemets struktur, da den angiver
en normaliseret partikeldensitet som funktion af afstanden til en given partikel.
Densiteten findes som antallet af partikler i afstanden r, eller mere præcist i
afstanden mellem r og r + dr, fra en given partikel. Dette normaliseres så i
forhold til det forventelige antal partikler i afstanden mellem r og r + dr i et
system uden partikelinteraktion. En udledning af det fulde udtryk kan ses i
appendix C, men det vigtige er, at g(r) kun afhænger af r, hvor r af afstanden
mellem to partikler.
Undervejs i udledningen antages at systemet er isotropt, hvilket naturligvis
ikke er tilfældet for krystaller. Ikke desto mindre bliver udtrykket også anvendt
i arbejde med krystaller og er i stand til at give et billede af krystallens git-
terstruktur.
På figur 9.1 ses g(r) for en konfiguration af partikler meget tæt på en
perfekt FCC-krystal. Hvis det var en helt perfekt FCC-krystal ville de peaks,
der kan ses, have lignet δ-funktioner endnu mere. Som det kan ses, er der
veldefinerede peaks i grafen. Dette skyldes naturligvis, at partiklerne som
udgangspunkt ligger i nogle fastlagte afstande fra hinanden. Som beskrevet
i afsnit 4, har perfekte krystaller den egenskab, at de ser ens ud fra ethvert git-
terpunkt. På samme måde kan de meget veldefinerede toppe i grafen tilskrives
krystalstrukturen. I en væske ville der blot være nogle få toppe, inden grafen
flader ud med en værdi på 1.
Den radielle distributionfunktion udregnes ved at undersøge, hvor mange
partikler der til en given tid findes i afstanden mellem r og r + dr fra en
partikel, midlet over alle partiker og alle tider. Dette tal normaliseres så som
beskrevet ovenfor. Dette kan i tre dimensioner skrives som
g(r) =
n
4pir2ρdr
(9.1)
hvor n er antallet af partikler indeholdt i kugleskallen fra r til r + dr.
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Figur 9.1: Den radielle distributionsfunktion for en FCC-krystal efter
meget få tidsskridt. De enkelte partikler har stort set ikke flyttet sig
fra deres udgangspunkt.
Den radielle distributionsfunktion er ganske betydningsfuld i computer-
simuleringer af væsker, da mange ting kan beregnes som et integrale over den
radielle distributionsfunktion[9].
Isomorf invarians
Vi har udregnet g(r) for simuleringer med Lennard-Jones-potentialet både for
isomorfe og for ikke isomorfe tilstandspunkter. Simuleringerne blev udført med
2048 partikler i et FCC-krystalgitter. De isomorfe tilstandspunkter blev fundet
både ved hjælp af small-jump- og long-jump-metoden.
Øverst på figur 9.2 ses g(r) for nogle isomorfe tilstandspunkter i ikke-
reducerede enheder, samt de samme tilstandpunkter med g(r) reduceret i
forhold til ρ og T . For det første kan det ses, at der også her er veldefinerede
toppe for samtlige tilstandspunkter, hvilket viser, at simuleringer stadig er på
krystalinsk form. For at se invariansen reduceres g(r) i forhold til ρ og T ,
men da g(r) allerede er dimensionsløs, er der ikke behov for nogen reducering
af denne. Derimod er den en funktion af r, der naruligvis har en dimension,
og derfor skal reduceres. Dette foregår som nævnt ved r = r˜ρ−1/3. Nederst
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ρ=1.074, Τ=0.570
ρ=1.129, Τ=0.740
ρ=1.200, Τ=1.000
ρ=1.287, Τ=1.386
ρ=1.366, Τ=1.820
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Figur 9.2: Figuren viser data fra simuleringer med Lennard-Jones-
potentialet. Den øverste graf viser g(r) for nogle isomorfe tilstand-
spunkter, med densiteter fra ρ = 1.074 til ρ = 2.25 og temperaturer
fra T = 0.57 til T = 16.06, mens den nederste graf viser den samme
data, hvor g(r) er reduceret i forhold til ρ.
på figur 9.2 vises samme data som før men som funktion af r˜ istedet. Her
ses et tydeligt kollaps af data, hvilket viser en klar isomorf invarians. Dette
sammenfald i g(r˜) giver en meget god indikation på, at systemet er isomorft.
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For at understrege, at dette er en effekt af at tilstandspunkterne er iso-
morfe, og ikke er en generel egenskab ved Lennard-Jones-potentialet eller den
krystalinske struktur undersøges ligeledes resultater for isokore og isoterme
tilstandspunkter. På figur 9.3 og 9.4 ses g(r˜) for hhv. de isokore og isoterme
tilstandspunkter. Det er helt tydeligt her, at der ikke er samme sammen-
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Figur 9.3: Figuren viser g(r˜) for isokore tilstandspunkter, med densitet
ρ = 1.2 og temperaturer fra T = 0.57 til T = 1.82. Det ses tydeligt, at
der ikke er den samme slags kollaps som i figur 9.2.
fald i dataen. Dog falder toppene cirka ved de samme afstande. Dette er en
konsekvens af krystallens gitterstruktur.
Som forventet ser vi en meget tydelig isomorf opførsel for Lennard-Jones
systemerne. Faktisk er der et overraskede godt kollaps for de isomorfe g(r˜).
Sammenligner man den ovenstående Lennard-Jones data, som er fra simulering
af krystaller i en FCC gitterstruktur, med data fra simuleringer af lignende
systemer for væsker, som eksempelvis i [1], kan man se, at kollapset er bedre for
krystaller end for væsker. Dette skyldes formodentlig, at der i krystalgitteret
er en indbygget struktur, som ikke findes i væsken. Normalt vil man se, at
kollapset ikke er helt perfekt før efter det første peak, som det her ses for de
isokore og isoterme tilstandspunkter.
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Figur 9.4: Figuren viser g(r˜) for isoterme tilstandspunkter med tem-
peratur T = 1.0 og densiteter fra ρ = 1.074 til ρ = 1.366. Det ses
tydeligt, at der ikke er den samme slags kollaps som i figur 9.2.
For at undersøge, hvor godt dette kollaps er, har vi kigget på meget høje
densitetsspring, og fundet, at der heller ikke her er forskel i strukturen. På
figur 9.5 ses g(r˜) for Lennard-Jones-krystaller, med densiteterne ρ = 1.2 og
ρ = 1.2 × 108. Der ses igen et meget godt kollaps af graferne, på trods af de
store spring i densitet.
Denne gennemgang af den radielle distributionsfunktion slår dermed fast,
at strukturen er isomorf invariant langs isomorfe kurver i krystalfasen for
Lennard-Jones potentialet. Samtidig bekræfter resultaterne dermed også, at
der rent faktisk er isomorfer i krystaller, hvilket var forventet grundet de høje
korrelationer. Vi vil nu gå videre med at se på den statiske strukturfaktor, som
også er et interessant mål for strukturen.
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Figur 9.5: Figuren viser g(r˜) for Lennard-Jones-krystaller ved isomorfe
punkter med densiteterne ρ = 1.2 og ρ = 1.2 × 108. Selv her ses et
næsten fuldstændigt kollaps.
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9.2 Statisk strukturfaktor
I dette afsnit vil vi gennemgå teori og resultater for den statiske strukturfak-
toren.
Strukturfaktoren er interessant at måle i simuleringer, da den almindeligvis
bliver målt i lysspredningseksperimenter[28] og derfor har en direkte relation
til til netop eksperimenter. Strukturfaktoren er defineret som[9]
S(k) =
1
N
〈ρ(k)ρ(−k)〉 = 1
N
〈
N∑
i=1
N∑
j=1
eık·(Ri−Rj)
〉
(9.2)
Her er k-vektoren en bølgevektor defineret i det reciprokke rum. Strukturfak-
toren er altså middelkvadratet af fluktuationerne af den fourier transformerede
mikroskopiske taldensitet. Selve defintionen på den mikroskopiske taldensiteten
er
ρ(r, t) =
N∑
i=1
δ(r− rj(t)) (9.3)
Hvor δ angiver Diracs deltafunktion.
k-vektorerne er defineret i det reciprokke rum og har i det oprindelige rum
formen
k =
2pi
a
(hxˆ+ kyˆ + lzˆ) (9.4)
hvor (h, k, l) er alle tre heltal, som kaldes Miller indekset[5], og a er sidelængden
af en celle i en krystal.
I en perfekt FCC-krystal vil man finde, at strukturfaktoren kun er forskel-
lig for 0, når Miller indekset indeholder tre lige tal eller tre ulige tal. Dette
er gennemgået i appendix D. Har man tilsvarende en BCC-krystal vil kravet
til Miller-indekset være, at summen af de tre tal skal være lige[5]. Således vil
man i en FCC-krystal se at (1, 1, 1)-vektoren vil give en værdi til struktur-
faktoren, hvorimod man i en BCC-krystal vil se at (1.1.0)-vektoren findes. De
bølgevektorer, som giver et bidrag til strukturfaktoren ændrer sig altså med
krystaltypen.
Strukturfaktoren er en af de ting der tidligere har været undersøgt for
SCLJ-systemer, hvorfra en vigtig regel udspringer. Denne regel er det såkaldte
Hansen-Verlet kriterie[29], som siger, at faseovergangen fra væske til krystal
sker når maksimum for strukturfaktoren falder til under S(k)max ∼= 2.85.
Denne regel er originalt vist for Lennard-Jones systemer, men har vist sig
at være gældende for en lang række af andre systemer[30].
I selve væskefasen gælder generelt at strukturfaktoren har følgende sam-
menhæng med den radielle distributionsfunktion[7]
S(k) = 1 + 4piρ
∫ ∞
0
r2
sin(kr)
kr
g(r)dr (9.5)
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Denne sammenhæng gør at strukturfaktoren automatisk er bevaret langs en
isomorf, som konsekvens af, at den radielle distributionsfunktion er invariant
langs isomorfen. Derfor har strukturfaktoreren ikke været vigtig at undersøge
for sig selv. Udledning af ligning (9.5) bygger imidlertidigt på antagelsen om,
at man har et isotropt system. Dette giver kontinuerte bølgevektorer, som er
en god antagelse i væsker, men som ikke gælder i krystaller. Dette betyder
altså, at strukturfaktoren og den radielle distributionsfunktion er interessante
hver for sig i krystal fasen. Da Strukturfaktoren samtidigt kan relateres direkte
til eksperimenter, har betydning for faseovergang og samtdigt afhænger af den
specifikke krystalstruktur, er det interessant at redegøre for, hvorledes denne
er invariant langs en isomorf i krystal fasen.
Test af strukturfaktor for FCC-gitter
(h, k, l) S(k)
1,0,0 0.012627
1,1,0 0.054222
1,1,1 439.270827
2,0,0 420.885729
2,2,0 354.520667
Tabel 9.1: S(k) målt ved N = 500, ρ = 1.2 og T = 1 for forskellige
k-vektorer
I tabel 9.1 ses værdien af S(k) for forskellige k-vektorer. Målingerne er
foretaget for N = 500, ρ = 1.2 og T = 1 og 107 tidsskridt. De målte resultater
stemmer godt overens med, hvad man kan forvente for en FCC-krystal. Således
vil man, som vist i appendix D, kun forvente at S(k) 6= 0 i tilfældet, hvor de
tre heltal i Miller-indekset alle er enten lige eller ulige for en perfekt FCC-
krystal. Dette ses netop kun for de tre sidste vektorer, hvor dette krav er
opfyldt. Tilsvarende er k-vektorerne (1, 0, 0) og (1, 1, 0) begge tæt på 0. Disse
to vektorer er interessante, idet de almindeligvis giver de største værdier for
strukturfaktoren for hhv. en simpel krystal og BCC-krystal[5]. For et FCC-
gitter forventer man tilsvarende, at (1, 1, 1) giver det største bidrag, som disse
målinger også indikerer. Ydermere forventes strukturfaktoreren for en perfekt
FCC-krystal at give en værdi på S(k) = N = 500. De tre målte k-vektorer er
alle i en størrelsesorden der stemmer overens med dette resultat.
Isomorfmålinger for strukturfaktoren
Strukturfaktoreren blev målt for fem isomorfe punkter, som kan ses i tabel 9.2.
For alle fem tilstandspunkter var N = 500 ved i alt 107 tidsskridt. Tilsvarende
blev der kørt langs en isoterm ved samme fem densiter, men med fastholdt
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temperatur T = 1. For begge typer af systemer blev der målt for de fire k-
vektorer (1, 1, 1), (2, 0, 0), (2, 2, 0) og (3, 1, 1), som alle forventes at få en værdi
forskellig fra 0 for en perfekt FCC-krystal. I figur 9.6 ses resultaterne langs
isomorfen for de tre vektorer og i figur 9.7 ses de tilsvarende mållinger langs
en isoterm.
ρ T
1.1 0.6498
1.2 1.0000
1.5 2.8102
2.0 9.7884
2.5 24.912
Tabel 9.2: Densitet og temperatur for de isomorfe punkter for hvilke
strukturfaktoreren blev målt. For alle systemer blev der simuleret med
N = 500 og 107 tidsskridt
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Figur 9.6: Figuren viser målingen af strukturfaktoren pr. enhedscelle
for de fire k-vektorer (1, 1, 1), (2, 0, 0), (2, 2, 0) og (3, 1, 1) langs en
isomorf. Mållinger viser at strukturfaktoreren er invariant til en god
approximation langs isomorfen.
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Figur 9.7: Figuren viser strukturfaktoren pr. enhedscellet langs en
isoterm for de fire k-vektore (1, 1, 1), (2, 0, 0), (2, 2, 0) og (3, 1, 1). Som
man kan se ændre strukturfaktoren sig meget som funktion af den-
siteten.
Som man kan se, er strukturen bevaret til en god approksimation langs
isomorfen på trods af mere end en fordobling af densiteten fra den mindste
til den største. Dog er der en tendens til at strukturfaktoren er faldende i
det densiteten og temperaturen øges. For isotermen er der modsat isomorfen
meget store ændringer i strukturfaktoren, som er stigende som funktion af ρ
for alle tre vektore. Fælles for de fire valgte vektorer er, at strukturfaktoren pr.
enhedscelle går mod en værdi på 4. Dette stemmer overens med, hvad man vil
forvente for en perfekt FCC-krystal, som man tilnærmer sig, i det densiteten
øges, og partiklerne vil blive mere fastlåste.
Resultaterne viser altså tydeligt, som også den radielle distribution viser,
at strukturen er bevaret langs en isomorf for SCLJ-systemer i krystalfasen.
Samtidigt er strukturændringerne signifikante langs en isoterm, på trods af at
man måske kunne forvente at man i krystalfasen ville se små ændringer uanset
densiteten. Efter at have gennemgået struktur langs isomorfer i krystalfasen
og derigennem verificeret at der findes isomorfer, vil vi nu gå videre og se på
nogle resultater, der er interessante specifikt for isomorfteorien.
10 Generelle isomorfe forudsigelser
I dette afsnit vil vi undersøge tre forskellige egenskaber, som alle tre er interes-
sante for isomorfteorien. Den første er en ny invariant størrelse, som, hvis man
antager at den er invariant, kan forudsige h(ρ) og dermed γ langs en isomorf
for et hvilket som helst potentiale med isomorfer. Dernæst vil vi undersøge
ligevægtsfluktuationer ved isomorfspring. Det sidste, vi vil vise resultater for,
er formen på isomorfe kurver i det reducerede UW -fasediagram, som tidligere
kun er beskrevet i det almindelige UW -fasediagram.
10.1 Ny isomorf invariant
Undervejs i arbejdet med denne rapport er endnu en isomorf invariant stør-
relse blevet foreslået af vores vejleder, Jeppe C. Dyre, i et ikke pupliceret
notat. Den fysiske fortolkning for hvorfor denne egenskab skulle være invairant
mangler stadig, men antager man, at den er korrekt, får man den interessante
konsekvens, at man kan forudsige h(ρ) og dermed γ for et hvilket som helst
potentiale med isomorfer.
For et system med et parpotentialet v(r), kan det reducerede parpotentiale
defineres som
v˜(r˜) ≡ v
(
ρ−1/3r˜
)
kBT
(10.1)
Den størrelse, som antages isomorf invariant, er v′′(r˜) |r˜=Λ . Altså den anden
afledte af potentialet evalueret ved en konstant afstand Λ. Med udgangspunkt
i at denne antagelse er korrekt, betyder det, at den anden afledte af potentialet
er givet som en funktion af excess entropien
v˜′′(Λ) = Φ(s) (10.2)
Tager man den anden afledte af højresiden af ligning (10.1), får man
d2v˜(r˜)
dr˜2
=
ρ−2/3
kBT
v′′(ρ−1/3r˜) (10.3)
Evalueres udtrykket i afstanden r˜ = Λ, kan udtrykket omskrives til
Φ(s) =
ρ−2/3
kBT
v′′(ρ−1/3Λ) (10.4)
Dette kan omskrives til
kBT =
ρ−2/3
Φ(s)
v′′(ρ−1/3Λ) (10.5)
Fra afsnit 6.3 er det vist, at temperaturen langs en isomorf er givet som T =
f(s)h(ρ). Rykker man lidt rundt kan temperaturen altså skrives som
T =
1
kBΦ(s)
ρ−2/3v′′(ρ−1/3Λ) = f(s)h(ρ) (10.6)
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Dermed kan vi aflæse h(ρ) til
h(ρ) = ρ−2/3v′′(Λρ−1/3) (10.7)
h(ρ) er relateret til γ via ligning (6.64)
γ =
d lnh
d ln ρ
=
d
d ln ρ
ln
[
ρ−2/3v′′(Λρ−1/3)
]
(10.8)
Differentialet kan løses ved at udnytte at d lnx = xdx, samt at diferentiallet
af logaritmen til en funktion f er d ln f(x)dx =
f(x)′
f(x) . Benytter man dette, får man
det endelige udtryk
γ = −2
3
− r
3
v′′′(r)
v′′(r)
∣∣∣∣
r=Λρ−1/3
=
n(2)(Λρ1/3)
3
(10.9)
Som vi kan se, får vi fra den endelige løsning, at γ kan relateres til n(2). Dette
er størrelsen, som γ netop kan relateres til i afsnit 5.1, hvor der ses på stærke
korrelationer i krystaller. Vi vil nu undersøge denne nye invarians for Lennard-
Jones potentialet.
Beregning og resultater for Lennard-Jones potentialet
For Lennard-Jones potentialet kan γ forudsiges via ligning (10.9). I første
omgang bestemmes de afledte for LJ-potentialet. Den anden afledte for LJ-
potentialet er
d2v(r)
dr2
= 4
[
12 · 13
(
σ12
r14
)
− 7 · 6
(
σ6
r8
)]
(10.10)
Tilsvarende findes den tredje afledte til
d2v(r)
dr2
= 4
[
12 · 13 · 14
(
σ12
r15
)
− 6 · 7 · 8
(
σ6
r9
)]
(10.11)
Indsætter vi i ligning (10.9), får vi
γ =
2(−52σ6) + 7r6
−26σ6 + 7r6
∣∣∣r=Λρ−1/3 (10.12)
Sætter vi σ = 1 og evaluerer i afstanden r = Λρ−1/3, fås udtrykket
γ =
104Λ−6ρ2 − 14
26Λ−6ρ2 − 7 (10.13)
I figur 10.1 ses et plot af γ som forudsagt af ligning (10.13) med Λ =
1. Som man kan se, vil γ gå mod en værdi på 4 ved høj densiteter. Ved
høje densisiteter vil et system være presset sammen således, at partiklernes
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fluktuationer domineres af det repulsive r−12-led. For et IPL-potentiale med
eksponent 12 forventes netop at man får γ = 4. Ved lave densiteter vil γ
begynde at divergere. Dette må forventes at ske for ved densiteter hvor trykket
er blevet negativt og de stærke korrelationer forsvinder, som det er vist i afsnit
8. Således forventes målte værdier for γ at afvige fra kurven i område med
divergens.
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Figur 10.1: Her ses forudsigelsen af γ for Lennard-Jones Potentialet
som funktion af densiteten. I plottet er skaleringskonstanten Λ = 1
For at gøre brug af ligning (10.13), skal en værdi for Λ bestemmes. Λ kan
bestemmes udfra et enkelt tilstandpunkt med kendt værdi for γ og ρ. Det er
dog muligt at komme med en forventet værdi på Λ, som vil være en værdi
svarende til afstanden for den første peak i den radielle distributionsfunktion,
idet man vil forvente, at partiklerne påvirkes mest af deres nærmeste naboer.
Den første top vil i en krystalstruktur være veldefineret og ligge i en afstand
svarende til nærmeste nabo. For en fcc-krystal vil nærmeste nabo afstand, a,
ved en densitet ρ, være givet som
a = ρ−1/3
41/3√
2
= 1.1225ρ−1/3 (10.14)
Et bud vil derfor være at Λmin = 1.1225.
Test af forudsigelsen langs en isomorf
Vi testede denne forudsigelse af ligning (10.13) langs en isomorf. Udgangspunk-
tet for isomorfen var tilstandspunktet (ρ = 1, 2, T = 1). Fra dette punkt
bestemte vi række andre isomorfe punkter gående fra densitet 0.8 til 2.25 og
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med tilhørende temperaturer fra 0.094−16.06. Da de isomorfe tilstandspunkter
blev fundet med udgangspunkt i det samme referencepunkt, fittede vi også Λ
fra dette punkt. For referencetilstandspunktet fandt vi, at γ = 4.837, hvilket
giver Λfit = 1.037. Denne værdi er altså en smule lavere end den anslåede
værdi for Λ, men ligger stadig inde for den første peak af den radielle distri-
butionsfunktion som forventet.
 1
 2
 3
 4
 5
 6
 7
 8
 9
 10
 0.6  0.8  1  1.2  1.4  1.6  1.8  2  2.2
γ
ρ
Λ = 1.0795
Λ = 1.1225
Data-punkter
Figur 10.2: Figuren viser resultater for γ langs en isomorf, og to linjer
for den forudsagte værdi af γ beregnet ved ligning (10.13). For en blå
kurve er Λ = 21/6 valgt, som er korteste naboafstand. For den røde
kurve er Λ fundet via punktet ρ = 1.2, T = 1. De målte værdier for
γ følger den fittede kurve ganske pænt bortset fra tilstandspunkterne
med den laveste densitet.
I figur 10.2 kan man se de målte γ værdier som funktion af densiteten
for alle 14 tilstandspunkter. Samtidigt kan man se to kurver for forudsigelsen
af γ, med hhv. den fittede værdi af Λfit og med Λmin beregnet som mindste
naboafstand. Det er en god overensstemmelse med den fittede værdi af Λ for
størstedelen af tilstandspunkterne, men punkterne begynder at afvige ved lave
densiteter for til sidst at ramme helt ved siden af. Vi vil i den sidste del af dette
afsnit se på, hvorfor man oplever denne afvigelse, men lige nu vil vi gå videre og
se på de punkter, som følger kurven. Vi ser for de målte værdier af γ, at der er
en klar afvigelse fra kurven beregnet med Λmin. Det er altså ikke fuldstændigt
klart, hvordan en præcis værdi Λ i almindelighed kan bestemmes i krystalfasen,
uden at man skal fitte udfra målingerne i et bestemt tilstandspunkt.
Vi valgte at undersøge Λ nærmere. Dette gjorde vi ved at fitte Λ til en
rækker tilstandpunkter langs to isotermer, hvor hvert punkt repræsenterer hver
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sin isomorf. Den første isoterm blev kørt ved temperaturen T = 2 og densitet
gående fra ρ = 0.7 til ρ = 1.4, hvilket betyder, at vi går fra væske til krystal.
Den anden isoterm var ved temperetur T = 1 og densitet fra ρ = 1.1 til
ρ = 2.25 Samtlige af disse punkter var i krystalfasen.
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Figur 10.3: Her ses Λ som funktion af ρ målt langs en isoterm ved T =
2. Ved den temperatur er systemerne med lav densitet i væskefasen og
de høje i krystalfasen. Som man kan se stiger λ med densiteten, hvilket
stemmer godt overens med, at den første top i g(r) bliver smallere ved
høje densiteter.
Figur 10.3 viser de fittede værdier for Λ langs isotermen, der skifter fase.
Som man kan se, ser Λ ud til at stige mod en plateauværdi, som nærmer sig den
anslåede værdi Λ = 1.1225. Som man også kan se, er der ingen tydelige skift i
Λ ved overgangen af de to faser. Opførelsen af Λ stemmer godt overens med at
systemet trykkes sammen ved højere densiteter, således at krystalstrukturen
nærmer sig den perfekte struktur. Dette indikerer en klar sammenhæng mellem
Λ og den første top i g(r). Tilsvarende ses i figur 10.4, hvor der kun måles for
krystaltilstandspunkter. Her ser Λ også ud til at stige mod en plateauværdi, i
takt med at systemet tilnærmer sig en perfekt krystalstruktur. Fælles for alle
målte værdier af Λ er dog, at de stadig holder sig under en afstand svarende
til nærmeste naboafstand.
Denne nye invarians gør det altså let at bestemme h(ρ) og dermed γ, ved
at evaluere Λ for et enkelt tilstandspunkt. Det er i sig selv ikke så imponerende
at denne metode virker for Lennard-Jones systemet, som vi her undersøger.
For Lennard-jones potentialet kender vi allerede h(ρ), som har vist sig at virke
udmærket for long-jumps for bestemmelsen af isomorfe tilstandspunkter. Fra
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Figur 10.4: Her ses Λ som funktion af ρ målt langs en isoterm ved
T = 1. Her ses tilsvarende af, hvad der ses i figur 10.3, nemlig at Λ
ser ud til at stige mod en plateauværdi. I denne figur er alle målinger
i krystal fasen.
h(ρ) kan vi finde γ som den logaritmiske afledte, så vi har hele tiden kunne
forudsige γ. Imidlertidigt åbner denne invariante størrelse op for bestemmelsen
af h(ρ) for en lang række andre potentialer med isomorfer. F.eks. vil h(ρ) ikke
kunne bestemmes for et potentiale givet som summen af tre IPL-led, hvis man
prøver samme fremgangsmåde som den brugt for Lennard-Jones potentialet.
Dermed åbnes der op for at h(ρ) kan bestemmes for et hvilket som helst po-
tentiale, samt at γ kan forudsiges til et hvilket som helst tilstandpunkt med
udgangspunkt i et enkelt referencetilstandpunkt.
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De afvigende tilstandspunkter
Vi vil her se på, hvad der sker for de tilstandspunkter som afviger fra forudsigelsen
af γ i figur 10.2. De tilstandspunkter, som afviger fra kurven, er dem med de
mindste densiteter og temperaturer. Afvigelsen sker, når trykket i systemet er
blevet negativ, hvilket det gør ved en densitet lidt større end 1. For de to sidste
tilstandspunkter rammer man helt ved siden af kurven. Ser man på trykket og
korrelationskoefficienten af de målte tilstandspunkter, vil man se et lignende
billede.
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Figur 10.5: Her ses trykket målt langs isomorfen. Som man kan se
falder de målte værdier pænt langs en kurve borset fra de to tilstand-
spunkter med de laveste densiteter og temperaturer, hvor der er en
klar diskontinuitet fra resten af tilstandspunkterne.
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Figur 10.6: Her ses korrelationskoefficienten målt langs isomorfen. Når
trykket i systemet bliver negativt begynder korrelationskoefficienten at
falde. For de to tilstandspunkter med de laveste densiteter ses igen en
klar afvigelse fra resten af tilstandspunkterne.
I figur 10.5 kan man se trykket i systemet langs isomorfen. Som man kan se,
ligger de målte værdier sig på en pæn kurve, indtil der sker en diskontinuitet
for de to tilstandspunkter med de laveste densiteter. Ser man på korrelation-
skoefficienten, som er vist i figur 10.6, vil man se, at denne begynder at falde
for de laveste densiteter og igen afvige kraftigt ved de to mindste densiteter.
Faldet i korrelationskoefficienten ved de lavere densiteter kan forklare hvorfor
punkterne langs kurven i figur 10.2 afviger en smule fra kurven. For de to
afvigende tilstandspunkter er korrelationskoefficienten meget lav, og af denne
grund kan de to tilstandspunkter ikke forventes at være isomorfe med de an-
dre tilstandspunkter. Der ses altså en fin sammenhæng mellem manglen på
stærk korrelation og isomorfer for de datapunkter som afviger. Samtidigt viser
det, at divergensen af γ fra figur 10.1 som forventet befinder sig i området hvor
densiteterne og temperaturerne er så lave, at der ikke længere kan forventes iso-
morfer. Forklaringen på at det bryder sammen, må ligge i, at det tiltrækkende
r−6-led i Lennard-Jones potentialet bliver dominerende i systemet ved lave
densiteter.
Ser man på den radielle distributionsfunktion målt i reducerede koordi-
nater, som er vist i figur 10.7, vil man se at de to afvigende tilstandspunkter
igen afviger fra resten. Kurverne viser klart, at systemet har trukket sig sam-
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Figur 10.7: Her ses den radielle distributionsfunktion målt i reducerede
koordinater for en række de de tilstandspunkter som har negativt tryk,
samt udgangspunktet med ρ = 1.2 og T = 1.0. Som man kan se, afviger
de to punkter med de laveste densiteter og temperaturer, fra resten af
kurverne som kollapser pænt.
men i de to tilfælde, hvilket bekræfter, at de tiltrækkende kræfter dominerer.
Det betyder, at den densitet, man gerne vil simulere, ikke er veldefineret i sys-
temet, da krystallen falder sammen i et lille delvolumen af den boks, krystallen
er begrænset til. Denne sammetrækning for systemet viser sig også ved, at den
radielle distributionsfunktion har et bedre sammenfald for de to kurver, når
man måler i ikke-reducerede koordinater, som man kan se i figur 10.8. Det er
altså klart, at systemet vil trække sig sammen til en bestemt størrelse og er
uafhængig af, hvilken densitet man som udgangspunkt vælger. Dette forklarer,
hvorfor tilstandspunkterne ikke er isomorfe med de andre tilstandspunkter, og
derfor også hvorfor de ikke er stærkt korrelerende.
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Figur 10.8: Her ses den radielle distributionsfunktion målt i ikke-
reducerede koordinater for de to afvigende tilstandspunkter. Som man
kan se, kollapser de bedre end i reducerede koordinater, som man kan
se i figur 10.7. Dette kan forklares ved at krystallen i begge tilfælde
trækker sig sammen til den samme størrelse og i begge tilfælde er
uafhængige af, at vi som udgangspunkt har to forskellige densiteter for
de to systemer.
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10.2 Isomorfspring
I dette afsnit vil vi gennemgå isomorfspring, som er en simpel måde at se om
to systemer er isomorfe med hinanden.
En måde at teste teorien om isomorfer, er ved at lave isomorfspring. iso-
morfspring går ud på, at gå instantant fra et tilstandspunkt til andet. Dvs.
en øjeblikkelig ændring af densiteten og temperaturen i systemet. I tilfældet
hvor de to systemer er isomorfe med hinanden, vil systemet være i øjeblikkelig
ligevægt, som følge af to mikroskopiske konfigurationer med samme reduc-
erede koordinater, har ligestore sandsynligheder. Hopper man derimod mellem
to punkter på en isoterm eller en isochor, vil denne ligevægt ikke kunne for-
ventes, og man vil, se at systemet kræver et tidsrum til at falde tilbage til
ligevægt.
Dokumentationen for at isomorfe spring giver øjeblikkelig ligevægt, er vist
via det binære Kob-Andersen Lennard-Jones system i væskefasen [1]. Måden
det er gjort på, er ved at se på de tidslige fluktuationer af den potentielle
energi efter et spring, som vil have tydelige tegn på manglende ligevægt for ikke
isomorfe spring. Det er imidlertid interessant at se hvor udtalt denne forskel vil
være i krystalfasen, hvor ligevægt almindeligvis indstiller sig hurtigt, og derfor
kan gøre, at metoden ikke giver nogen særlig forskel mellem forskellige typer
af spring.
Vi valgte at teste to forskellige isomorfe spring, samt nogle ikke isomorfe
spring til sammenligning. For samtlige af de kørte systemmer blev der kørt
med 4000 partikler. Systemerne blev kørt reducerede, således at skaleringer af
densitet og temperatur fra et system til et andet, alene foregik ved en ændring
af potentialet, som det ses i ligning (3.17). Systemerne blev i første omgang
kørt i ligevægt. Derefter blev den potentielle energi bestemt for 2000 tidsskridt
før springet og 2000 efter springet, således at forskellen før og efter springet
var tydelig.
I de første simuleringer blev der lavet et isomorft spring, et isoterm spring
og et isochort spring. Fra disse tre tilstandspunkter blev der sprunget til det
samme fælles tilstandspunkt. Temperaturene og densiterene kan ses i tabel
10.1.
ρ T Type spring
1.2 1 isomorf
1.2 2.813 isoterm
1.5 1 isochor
1.5 2.813 fælles
Tabel 10.1: Tabellen viser de tre punkter der springes fra, samt det
fælles punkt der springes til. Der er tale om hhv. et isomorft, isotermt
og isochort spring.
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I figur 10.9 ses fluktuationerne for den potentielle energi for de tre spring.
Figuren viser en klar forskel mellem de tre spring. Som man kan se er der
kun for det isomorfe spring ikke store udsving som følge af den pludselige
tilstandsændring. Dette er på trods af, at isomorf springet har den klart største
forskel i potentiel energi. Tilsvarende er der tydelige udsving i det isochore
spring, til trods for en lille ændring i den potentielle energi.
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isokor spring -  ρ = 1.5 Τ=2.813
isomorf spring -  ρ=1.5 Τ=2.813
Isoterm spring -  ρ = 1.5  T=2.813
Figur 10.9: Her ses de tidslige fluktuationerne af den potentielle energi
for tre forskellige spring til det samme tilstandspunkt. Der er tale om
hhv. et isokort spring(sort kurve), isotermt spring(blå kurve) og et
isomorft spring(grøn kurve). Det er tydelig at se, at isomorf springet
forbliver i ligevægt, hvorimod at de to andre spring skal bruge nogle
hundrede tidsskridt, førend at ligevægten indstiller sig.
I den anden test blev der sprunget fra tre punkter fra den samme isokor til
et fælles tilstandspunkt, hvorat det ene punkt på den isokore kurve er isomorft
med punktet der springes til. De tre tilstandspunkter, der blev sprunget fra,
samt det punkt der blev sprunget til kan ses i tabel 10.2.
Resultaterne fra de tre simuleringer kan ses i figur 10.10. Figuren viser ty-
deligt, at ligevægten bevares for det isomorfe spring. De to andre spring falder
derimod ud af ligevægt, hvilket viser sig i periodiske svingninger af den poten-
tielle energi, og først efter noget tid nærmer de sig igen en ligevægtstilstand.
Baseret på dataen præsenteret i figur 10.9 og 10.10 er det tydeligt, at
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ρ T Type spring
1.5 2.5 isomorf
1.5 2.0
1.5 3.0
2 8.7029 fælles
Tabel 10.2: Tabellen viser de tre punkter der springes fra, samt det
fælles punkt der springes til. De tre punkter der springes fra ligger alle
på samme isokor.
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Figur 10.10: Her ses de tidslige fluktuationerne af den potentielle energi
for tre forskellige spring til det samme tilstandspunkt. De tre punkter
ligger alle på samme isokor. Det er tydeligt, at ligevægten er øjeblikke-
lig for isomorf springet, hvorimod springet for de to andre systemer
forårsager svingninger, som er noget tid om at forsvinde. Dette sker
på trods af, at forskellen i den potentielle energi ikke er særlig stor før
springet for de tre tilstandspunkter.
man ved et spring mellem to isomorfe tilstandspunkter ser at ligevægten for
systemet bevares. Samtidigt er der en tydeligt forskel på ikke isomorfe tilstand-
spunkter, som falder ud af ligevægt. Isomorfspring er altså også i krystalfasen
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en god indikator for at eftervise om to tilstandspunkter er isomorfe.
Indsvingningerne for et ikke isomorft spring blev undersøgt yderligere. Da
springet er ude af ligevægt kan man forestille sig, at Nosé-Hoover termostatens
relaksationstid har en indvirkning på ligevægten. Relaksationstiden som vi som
standard anvender, er τ = 0.2. For at teste indsvingningerne af et ikke isomorft
spring, undersøgte vi isokor springet fra figur 10.9, ved fire andre relaksation-
stider. Resultatet af dette kan man se i figur 10.11. Som man kan se er indsv-
ingningerne stærkt afhængige af relaksationstiden. Vi ser, at når τ vokser, så
vokser tiden før ligevægten indstiller sig også. Samtidigt kan man se, at afs-
tanden mellem toppene i perioderne også ændres med τ . Dette betyder altså,
at tiden til ligevægt for de ikke isomorfe spring er afhængig af termostaten,
således at tiden i sig selv ikke kan bruges til noget. Samtidigt bekræfter det,
at systemet er ude af ligevægt, da de periodiske indsvingninger findes uanset
termostatens relaksationstid.
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Figur 10.11: Her ses ændringerne i den potentiele energi for det isokore
spring fra figur 10.9 ved fem forskellige relaksationstider for termostat-
en. Det ses tydeligt, at relaksationstiden har stor indvirkning på tiden,
ligevægten er om at indstille sig. Samtidigt ses afstanden mellem top-
pene i de periodiske svingninger i den potentiele energi, at øges i takt
med at relaksationstiden øges. Indsvingninger påvirkes altså ikke alene
af vibrationer i systemet, men også i høj grad af termostaten.
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10.3 Rette linjer i det reducerede UW-fasediagram
Undervejs i projektet opdagede vi ved et tilfælde, at når vi plottetede mid-
delværdierne for W˜ = W/kBT og U˜ = U/kBT mod hinanden for værdier
fundet langs en isomorf, at de faldt på en ret linje, hvilket kan ses på figur
10.12. På figuren ses både de mikroskopisk - og makroskopisk reducerede U og
W , for at vise at denne sammenhæng kun gælder for de makroskopisk reduc-
erede størrelser. Samtidigt ser vi et forventet sammenfald ved T = 1 for de to
kurver.
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Figur 10.12: Figuren viser den lineære sammenhæng, der blev fundet
mellem W˜ og U˜ . På figuren ses både de mikroskopisk og makroskopisk
reducerede U og W . Som det kan ses, giver den makroskopisk reduc-
erede data en fin ret linie. Enhederne er blevet vist, hvor de har nu-
merisk samme værdi, så det kan ses, at der er sammenfald for T = 1.
I artikel [26] er der set på formen af isomorfe kurver i U,W -fasediagrammet.
I denne artikel er det vist at de isomorfe kurver i U,W -planet for Lennard-Jones
systemet gerne skulle have lodret hældning for W = 0. Dette stemmer også
overens med hvad vi ser i figur 10.12, for den mikroskopisk reducerede kurve.
Det interessante ved denne opdagelse er, at den viser, at de isomorfe kurver
bliver simplere ved en makroskopisk reducering, hvilket passer godt sammen
med, at teorien om isomorfer netop gør forskellige egenskaber simplere, når de
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betragtes reducerede.
Vi vil nu gå videre og vise, at de rette linjer skal gælde for Lennard-Jones
potentialet, og ikke kun er et enkeltstående tilfælde. Vi vil gerne takke Thomas
B. Schrøder for hjælp med denne udledning. Udgangspunktet er fra den teo-
retiske gennemgang af det generaliserede Lennard-Jones-potentiale fra [26].
I artikelen vises nogle grundlæggende egenskaber for den potentielle energi
og virialet for netop dette potentiale. Med det generaliserede Lennard-Jones
potentiale, menes der, at man ser på eksponenterne m og n i stedet for de
almindelige 12 og 6. Vi vil dog holdes os til 12− 6 notationen i denne gennem-
gang.
Lennard-Jones-potentialet er karakteriseret ved, at det kan opskrive, som
en sum af to IPL-led
ULJ = UIPL-12 + UIPL-6 (10.15)
eller
U = U12 + U6 (10.16)
Virialet kan på samme måde skrives som
WLJ = −1
3
rN
δU
δrN
= −1
3
(
rN
δU12
δrN
+ rN
δU6
δrN
)
(10.17)
og da U12 og U6 er potensfunktioner fås
WLJ = −1
3
(−12U12 − 6U6) (10.18)
eller
W = 4U12 + 2U6 (10.19)
For et givent punkt i UW -faseplanet fås derfor
U12 =
W − 2U
2
(10.20)
og
U6 =
−W + 4U
2
(10.21)
Da U12 og U6 er IPL-potentialer, opfylder de fuldstændigt isomorfteorien,
og der gælder
ρn/3
T
= 1 (10.22)
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hvor n er den negative eksponent i potentialet. Derudover gælder, at den re-
ducerede potentielle energi skal være konstant. For et givent statepoint kan
den potentielle energi findes fra et referencestatepoint '∗', som
U =
T
T ∗
U∗ (10.23)
hvilket, for U12 og U6, kan omskrives til
Un =
(
ρ
ρ∗
)n/3
U∗n = ρ˜
n/3U∗n (10.24)
hvor ρ˜ = ρ/ρ∗. Ud fra et tilstandspunkt (U∗,W ∗) kan man fra de ovenstående
ligninger finde U∗12 og U∗6 og derfra altså yderligere finde en parametrisk frem-
stilling af isomorferne i U,W -faseplanet, via
U = ρ˜4U∗12 + ρ˜
2U∗6 (10.25)
og
W = 4ρ˜4U∗12 + 2ρ˜
2U∗6 (10.26)
Denne parametrisering kan bruges til at forstå den linearitet, der blev ob-
serveret. Hvis man opskriver det reducerede viriale som en lineær funktion af
det reducerede potentiale
W
T
= a
U
T
+ b (10.27)
W − aU = bT (10.28)
Givet et referencepunkt (U∗,W ∗) kan W og U omskrives, som vist ovenfor.
Samtidig kan T findes ud fra samme referencepunkt, via formlen fra Long-jump
algoritmen fra ligning 6.91
T = T ∗
(
ρ˜4
(
γ∗
2
− 1
)
− ρ˜2
(
γ∗
2
− 2
))
(10.29)
Tilsammen fås
4ρ˜4U∗12 + 2ρ˜
2U∗6 + a(ρ˜
4U∗12 + ρ˜
2U∗6 ) = b
[
T ∗
(
r˜ho4
(
γ∗
2
− 1
)
− ρ˜2
(
γ∗
2
− 2
))]
(10.30)
(4− a)U∗12ρ˜4 + (2− a)U∗6 ρ˜2 = bT ∗
(
ρ˜4
(
γ∗
2
− 1
)
− ρ˜2
(
γ∗
2
− 2
))
(10.31)
Samtlige '∗'-enheder bestemmes i referencepunktet, a og b er konstanter fra
den lineære opstilling af sammenhængen, så den eneste variable i udtrykket er
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ρ˜. Denne findes med to eksponenter, og da udtrykket skal gælde for alle valg
af ρ˜, må det gælde for hver af eksponenterne for sig
(4− a)U∗12ρ˜4 = bT ∗ρ˜4
(
γ∗
2
− 1
)
(10.32)
og
(2− a)U∗6 ρ˜2 = −bT ∗ρ˜2
(
γ∗
2
− 2
)
(10.33)
hvilket giver en mulighed for at finde a og b. Det kunne være interesant, hvis
disse størrelser havde en betydning for systemet, men en udregning viser, at
a =
2(γ∗ − 2)U∗6 + 4(γ∗ − 4)U∗12
(γ∗ − 2)U∗6 + (γ∗ − 4)U∗12
(10.34)
og
b =
4U∗12U∗6
T ∗ [(γ∗ − 2)U∗6 + (γ∗ − 4)U∗12]
(10.35)
Vi ser at de to størrelser a og b kun afhænger af reference tilstandspunktet,
hvilket viser, at de er konstante langs en isomorf, og vi derfor netop vil få rette
linjer. Til gengæld er de to udtryk for a og b knap så pæne, hvilket i praksis
nok vil gøre dem mindre interessante at bestemme.
Efter denne gennemgang af en række generelle resultater for isomorfer vil
vi gå videre og se på invariansen af dynamik.
11 Invarians af dynamik
En af forudsigelserne for isomorfe tilstandspunkter er, at dynamikken, målt
makroskopisk reduceret, er invariant. Det er naturligvis interessant at redegøre
for hvorvidt denne forudsigelse rent faktisk vises i krystalfasen. Især er det
interessant fordi der er væsentlige forskelle fra dynamikken i krystaller til dy-
namikken i væsker, hvoraf kun det sidstnævnte hidtil er blevet studeret.
Som nævnt i afsnit 4.4 inddeler vi dynamikken i krystaller i to typer: hurtig
og langsom. Den hurtige måles ved hjælp af hastighedsautokorrelationsfunktionen[7].
Korttids dynamikken undersøges via middelkvadratforskydningen i krystaller
med defekter, hvor defekten består i at en eller flere partikler fjernes fra deres
gitterpladser.
11.1 Hastighedsautokorrelation
For at undersøge de enkelte partiklers vibrationer i en krystal betragtes hastighed-
sautokorrelationsfunktion(HAF), Av, for de enkelte partikler. Denne er de-
fineret som[7]
Av(t) ≡ 1
N
N∑
i
vi(t) · vi(0) (11.1)
hvilket også kan udtrykkes som
Av(t) = 〈vi(t) · vi(0)〉 (11.2)
hvor vi er hastigheden af partikkel i. Der er flere grunde til at vi vælger at se
på HAF. Den er først og fremmest et velkendt mål for dynamikken til korte
tider og derfor oplagt at anvende til at bekræfte at dynamikken er invariant
mellem isomorfe tilstandspunkter. Derudover kan den relateres til andre fysiske
størrelser. Hvis man integrerer HAF kan man bestemme diffusionskoefficienten
D[7]. Dette bevis er gennemgået i detaljer i appendix E. Samtidigt er det blevet
vist, at man ved en fourier transformation af HAF vil få fonon densiteten[31].
Fononer er en kvantemekanisk beskrivelse af periodiske elastiske vibrationer i
en krystal og kan beskrive meget for krystaller[5]. Da vi ikke arbejder videre
med fononer i denne rapport, vil vi dog ikke give nogen længere introduktion
til fononer.
På figur 11.1 ses Av(t) for tre isomorfe tilstandspunkter. For at se, at
disse grafer opfylder isomorf invarians, omregnes HAF til reducerede enheder.
Dimensionen af A, angivet i enheder af længde, r, og tid, t, er naturligvis
[Av] =
[r
t
]2
(11.3)
og udtrykkes dimensionen af disse størrelser i form af ρ og T får man
[r] = ρ−
1
3 , [t] =
√
m/kBTρ
− 1
3 (11.4)
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Figur 11.1: Figuren viser Av(t) for tre isomorfe tilstandspunkter, alle
i en Lennard-Jones-krystal.
Af dette fås
[Av] =
(
ρ−
1
3√
m/kBTρ
− 1
3
)2
(11.5)
=
1
m/kBT
(11.6)
For at reducerer Av i forhold til ρ og T må denne derfor ganges med m/kBT
A˜v(t) = Av(t)(m/kBT ) = (m/kBT )〈vi(t)vi(0)〉 = 〈v˜i(t)vi(0)〉 (11.7)
hvor v˜i = vi
√
m/kbT . Samtidig reduceres tiden i systemet ved
t˜ = t
ρ(1/3)√
m/kBT
(11.8)
Ved at reducere dataen på denne måde fås den reducerede størrelse
A˜v(t˜) = 〈v˜i(t˜)v˜i(0)〉 (11.9)
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Figur 11.2: Figuren viser samme data som figur 11.1, men i reducerede
enheder. En del af grafen er forstørret op i rammen øverst til højre,
så det tydeligt kan ses, at der er en afvigelse mellem de fire grafer.
Derudover er der, i bunden af figuren, inkluderet variansen mellem de
fire kurver udregnet til ethvert tidsskridt. Her kan det ses, hvor stor
spredning der er på dataen.
og når denne plottes for flere forskellige isomorfe systemer fås grafen, der ses
i figure 11.2.
Der ses et godt kollaps af graferne, dog med nogle afvigelser, blandt andet
omkring det plateau der opstår i grafen til korte tider. Afvigelsen er system-
atisk, med den højeste densitet nederst og derefter i rækkefølge med faldende
densitet. På figuren kan også ses variansen mellem de fire grafer, og det er
tydeligt, at denne er størst omkring det førnævnte plateau. Hvilken effekt,
som kunne forårsage dette, har vi ikke kunnet fastslå, men der er tydeligvis en
størrelse i spil, som ikke skalerer med isomorfen. Vi har forsøgt at undersøge
om dette er en konsekvens af den simulering vi har valgt, ved at undersøge,
hvordan plateauværdien afhænger af den valgte cut-off-længde og af system-
størrelsen.
På figur 11.3 ses, hvad der sker med hastighedsautokorrelationen, når man
øger cut-off-længden. Som det kan ses er der stadig forskel omkring plateauet,
hvilket får os til at konkludere, at plateauet ikke er en konsekvens af cut-off-
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Figur 11.3: Figuren viser hastighedsautokorrelationen, med cut-off-
længden 4.5 mod de almindelige 3.5. Som det kan ses, er der også
her en forskel i værdierne omkring plateauet, men eller et fint kollaps.
længden.
I forhold til plateauet er der ingen effekt ved at udføre simuleringen med et
større system. På figur 11.4 er hastighedsautokorrelationen plottet, for samme
tilstandspunkt i ρ, T -fasediagrammet, men med forskellige systemstørrelser.
Som det ses, er der et næsten fuldstændigt kollaps til korte tider, mens der først
til længere tider kommer afvigelser. Ud fra dette konkluderer vi, at plateauet
ikke er en finite size-effekt.
Selv om sammenfaldet på figur 11.2 ikke er perfekt, er kollapset for isomorfe
tilstandspunkter langt bedre en hvad man kan forvente. Figurerne 11.5 og
11.6 er af samme slags som figur 11.2, men med hhv. isokore og isoterme
tilstandspunkter. Som det ses, er der ikke tilnærmelsesvis lige så godt kollaps
for de isokore og isoterme tilstandspunkter, som for de isomorfe.
For at vise, hvor meget bedre de isomorfe tilstandspunkter ligger oven i
hinanden er der på figur 11.7 vist variansen for hver af de tre grafer. Det er
tydeligt, at den isomorfe varians er langt mindre end den isokore og isoterme.
Målingen af HAF er altså med til at validere, at vi til en god approksimation
har invarians af dynamikken langs isomorfe kurver i krystaller. Vi vil nu gå
videre og se på målleingen af middelkvadrat forskydningen af krystaller med
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Figur 11.4: Figuren viser hastighedsautokorrelationen for to forskellige
SCLJ FCC-krystaller, en med 2048 partikler og en med 4000 partikler,
simuleret ved samme statepoint i ρ, T -fasediagrammet. Som det ses, er
der et fuldstændigt kollaps ved korte tider.
defekter.
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Figur 11.5: Figuren viser hastighedsautokorrelationen i reducerede en-
heder, men med isokore tilstandspunkter i stedet for isomorfe. Kol-
lapset for disse er ikke nær så godt som for de isomorfe tilstandspunk-
ter.
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Figur 11.6: Figuren viser hastighedsautokorrelationen i reducerede en-
heder, for tre isoterme tilstadspunkter. Kollapset er ikke nær så godt
som for de isomorfe tilstandspunkter.
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Figur 11.7: Figuren viser variansen på hver af graferne for de isomorfe,
isokore og isoterme tilstandspunkter.
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11.2 Vacancies
En måde hvorpå isomorf invarians i dynamikken kan blive undersøgt på i
væsker er at måle middelkvadratforskydningen 〈(∆x)2〉[8].
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Figur 11.8: Figuren viser middelkvadratforkskydningen for en SCLJ-
væske. Her ses to områder, med hver sin hældning. Over korte tider
siges systemet at være i det ballistiske regime, da partiklerne til ko-
rte tider ikke påvirkes af hinanden. Til lange tider er partiklernes
bevægelse i stedet styret af diffusionen i systemet, og derfor kan diffu-
sionskoefficienten findes, som hældningen af middelkvadratforskydnin-
gen til lange tider.
På figur 11.8 ses middelkvadratforskydningen for en SCLJ-væske. Som det
ses er der her to tydelige områder, defineret ved hver deres hældning. Til korte
tider er bevægelsen i systemet styret af partiklernes hastighed, da effekten af
interaktionen mellem partiklerne ikke er stor til korte tider. Denne tidsskala
kaldes det ballistiske regime. Til lange tider er det derimod partikkeldiffusio-
nen i systemet der ses, og denne tidsskala kaldes det diffusive regime. I seje
væske vil der, imelle de områder der ses i figure, være et område, hvor mid-
delkvadratforskydningen ligger på en plateauværdi.
For tilstandspunkter langs isomorfe kurver i fasediagrammet vil dynamikken
af et system være invariant i reducerede koordinater. Det betyder f.eks. at mid-
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delkvadratforskydningen af den afstand partiklerne bevæger sig i løbet af en
simulering er invariant imellem isomorfe systemmer. Middelkvadratforskydnin-
gen er deffineret som
〈∆2r〉 = 1
N
N∑
i=1
(ri(t)− ri(0))2 (11.10)
DiffusionskoefficientenD kan almindeligvis bestemmes udfra middelkvadrat-
forskydningen i partiklerne i et system via den velkendte ligning
〈∆2r〉 = lim
t→∞ 6Dt (11.11)
da bidraget fra det ballistiske regime er negligibelt. Da dynamikken er bevaret
på isomorfe kurver er diffusionskoefficienten også bevaret, hvilket har gjort,
at man har anvendt denne til at undersøge om et givent system er isomorft i
væskefasen.
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Figur 11.9: Figuren viser middelkvadratforskydningen for en perfekt
Lennard-Jones FCC-krystall. I modsætning til det tilsvarende plot i
væskefasen er der her ingen synlig diffusion. Istedet ligger middelk-
vadratforskydningen omkring en plateau-værdi.
Imidlertidigt er det i en krystal besværligt at få tilstrækkeligt store mid-
delkvadratforskydninger til at anvende som et ordenligt mål for dynamikken i
11.2. VACANCIES 95
systemet. Som det kan ses på figur 11.9 er middelkvadratforskydningen i det
diffusive regime så godt som ikke eksisterende for et Lennard-Jones system ved
ρ = 1.15 og T = 1 efter t˜ ≈ 106. Således kræves meget lange simuleringer for
at få et ordenligt mål for diffusionen. I det ballistiske regime er det derimod
svært ikke at få kollaps for middelkvadratforskydningen for selv ikkeisomorfe
systemer. Således er middelkvadratforskydningen for perfekte FCC-krystaller
ikke et særligt anvændeligt mål for dynamikken i systemet.
I stedet for har vi i dette projekt valgt at arbejde med en anden type
dynamik, der dog også anvender middelkvadratforskydningen. Vi har valgt
at simulere FCC-krystaller, hvorfra vi har fjernet nogle af partiklerne, så der
opstår huller i krystallen. Dette er som nævnt et meget naturligt fænomen,
og det bevirker, at der vil være en koncentrationsgradient i systemer, der vil
medføre en diffusion af partikler i systemet [5].
Simuleringen foregår ved, at der sættes en FCC-krystal op med 2048 par-
tikler, hvorefter der fjernes et ønsket antal partikler. Dette system simuleres så,
som beskrevet tidligere, og efterfølgende udregnes middelkvardratforskydnin-
gen, som funktion af tidsforskellen. For at få tilpas god data til simuleringerne
blev simuleringerne kørt mellem 107 og 109 tidsskridt. Der blev defineret en
masse nulpunkter for tiden og regnet ud fra disse, for at få en masse tidsinter-
valler, der kunne midles over.
For at undersøge denne type dynamik, her kaldet vacancy-dynamik efter
det engelske ord for manglende partikler i krystalgitteret, har vi udført en
række simuleringer, med huller i krystalgitteret. Når der indføres en eller flere
huller i krystalstrukturen bliver det nemmere for partiklerne at flytte sig rundt.
Dette kan ses på figure 11.10, hvor både middelkvadratforskydningen fra sys-
temet uden huller og for en FCC-krystal med 1, 2, 4 og 8 huller, eller manglende
partikler, er plottet.
Som det kan ses, er der en klar diffusiv proces i systemerne med huller,
som ikke er tilstede i det perfekte system. Derved bliver det muligt at få en
langtidsdynamik, på langt kortere tidsskalaer.
Derudover kan der på figur 11.10 ses, at tiden det tager for diffusionen at
indtræffe afhænger af antallet af huller i krystallen, hvilket er hvad man må
forvente, da sandsynligheden for, at en partikkel hopper ind på en tom plads,
må afhænge af, hvor mange tomme pladser der er i systemet.
I det mest simple tilfælde, forsøgte vi at fjerne en enkelt partikkel i sys-
temet. Dette førte til dataen, der kan ses i figur 11.11. Som det kan ses, er der
intet kollaps i dataen, hvilket kunne tænkes at være et bevis for, at vacancy-
dynamik ikke er isomorft invariant. Det ville dog være underligt, når dynamik
almindeligvis antages at være invariant, og derfor valgte vi at forsøge med flere
huller i krystallen, for at undersøge om dette resultat var en effekt af noget
andet.
For at opnå mere dynamik fjernede vi otte partikler i gitteret. At vi valgte
otte skyldes, at vi dels ønskede flere huller for at øge dynamikken, mens vi
samtidig ikke ønskede at fjerne så mange partikler, at krystalstrukturen brød
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Figur 11.10: Figuren viser den reducerede middelkvardratforskydning
for fire SCLJ FCC-krystaller, hvori der er fjernet et stigende antal
partikler samt den reducerede middelkvadratforskydning for en perfekt
FCC-krystal.
sammen lokalt. Hvis der er for mange huller i krystallen, vil krystallen ikke
længere kunne betragtes som en FCC-krystal, og vil derfor ikke være en stabil
krystalstruktur for Lennard-Jones-potentialet. Vi prøvede at fjerne 64, men
det viste sig, at dette var for mange, og medførte at strukturen blev lokalt
ustabil, hvilket viste sig som områder i krystallen, hvor der ikke var nogen
krystalstruktur. Den reducerede middelkvadratforkydning for nogle isomorfe
tilstandspunkter ses på figur 11.12. Som det kan ses, er der et godt sammenfald
for de reducerede middelkvadratforskydninger for en række densiteter, men
det kan også ses, at kollapset ikke er fuldstændigt for densiteterne ρ = 1.0 og
ρ = 1.05 hvor man kommer tæt på negativt tryk, med p = 0.54 og p = 5.73 for
hhv. ρ = 1.0 og ρ = 1.05. Fra dataen kan det ses, at de fleste tilstandspunkter
når en reduceret middelkvadratforskydning på 100 med t˜ ≈ 55, mens systemet
med ρ = 1.0 først når denne middelkvadratforskydning ved t˜ ≈ 1× 106.
I forhold til isokore og isoterme tilstandspunkter er der et klart bedre sam-
menfald for de isoterme tilstandspunkter. På figur 11.13 ses data for for isokore
tilstandspunkter. For det første kan det bemærkes, at der ikke er sammenfald
mellem nogen af graferne, som det blev set for de isomorfe tilstandspunkter.
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Figur 11.11: Figuren viser den reducerede middelkvadratforskydning
for en Lennard-Jones FCC-krystal med et enkelt hul i. Der er her ty-
deligvis intet kollaps til trods for, at de valgte statepoints er isomorfe.
Derudover er det værd at bemærke, at der også her er et udfald i dataen for
lave temperaturer. Det kan her nævnes, at trykket for tilstandspunktet med
T = 0.486 i dette tilfælde er p = 18.59. Det har dog ikke været muligt for
os at vurdere, om det er samme proces i de to tilfælde. På figur 11.14 ses
tilsvarende data for nogle isoterme tilstandspunkter. Her er opførslen som vi
forventer, med de forskellige systemer som skaleringer af hinanden. Igen er der
her ikke noget sammenfald mellem nogen af kurverne, hvilket illustrerer, at
det sammenfald, der faktisk ses i figur 11.12, for de isomorfe tilstandspunkter,
skylder isomorf invarians.
Slutteligt kan det ses, at der som forventet er kollaps i det ballistiske regime
for disse tilstandspunkter.
Vi har forsøgt at forstå, hvad det er, der gør, at der ikke er fuldstændigt
kollaps for dataen ved de lave temperaturer. Simuleringerne er blevet kørt i
ekstra lang tid, for at forbedre statistikken mest muligt, men uden at det har
ændret noget. Ved at se på den reducerede radielle distributionsfunktion, g(r˜),
på figur 11.15, kan det ses, at de struktuelle egenskaber stadig er invariante
langs isomorfen på trods af udfaldet i langtidsdynamikken. Derudover kan
det nævnes, at korrelationskoefficienten R har værdien R = 0.98 for tilstand-
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Figur 11.12: Figuren viser den reducerede middelkvadratforskydning
for nogle isomorfe tilstandspunkter, i SCLJ FCC-krystaller, hvor der er
fjernet otte partiker. Der ses et sammenfald mellem de fleste af tilstand-
spunkternes middelkvadratforskydning. Underfiguren viser dataen i et
specifikt område af figuren for at vise, at der ikke er et fuldstændigt
sammenfald af data. Som det kan ses er der ca. en halv dekades forskel
på den tid det tager middelkvadratforskydningen at nå 100.
spunktet ρ = 1.0, hvilket ligeledes indikerer, at dette tilstandspunkt opfylder
isomorfteorien.
For at sikre os, at det manglende sammenfald ikke skyldes cutoff-længden,
har vi foretaget en simulering for to af tilstandspunkterne, med længere cutoff-
længde. De to isomorfe tilstandspunkter er givet ved hhv. ρ = 1.0, T = 0.486
og ρ = 1.2, T = 1.231, for at se om vi her kan få et kollaps mellem disse.
Dette var, som vist, ikke muligt i de oprindelige simuleringer. På figur 11.16
kan ses middelkvadratforskydningen fra simuleringer, med et cut-off på 5.5,
plottet sammen med data fra den oprindelige simulering. Det kan ses, at den
øgede cutoff-længde ikke ændrer middelkvadratforskydningen for de enkelte
statepoints og at der stadig ikke er noget sammenfald mellem de to tilstand-
spunkter. Derimod viser dataanalyse, at trykket falder betydeligt med det
øgede cut-off. Dette er ikke i sig selv så overraskende, men trykket falder
så meget, at der opstår negativt tryk for simuleringen ved tilstandspunktet
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Figur 11.13: Figuren viser den reducerede middelkvadratforskydning
for nogle isokore tilstandspunkter. Som det kan ses, er der ikke samme
kollaps på disse, som der er for de isomorfe tilstandspunkter. Derudover
ses det, at der også her er et system, der falder fuldstændigt udenfor
den almindelige opførsel.
ρ = 1.0. Til trods for dette er der stadig sammenfald mellem de to grafer for
dette tilstandspunkt.
Vi forsøgte derudover, at holde styr på positionen af hullerne i gitteret,
for at se dels om disse samlede sig lokalt og dels om hullernes egen 'diffusion'
kunne bruges til at forstå fænomenent. Desværre lykkedes vi ikke med dette.
På baggrund af alt dette tegner der sig et billede af, at der overordnet set
er isomorf invarians også for de dynamiske størrelser, men at der i vacancy-
dynamikken er nogle ting, som falder udenfor når temperaturen nærmer sig
0. Det er dog ikke på baggrund af dette muligt at afklare, om det kun er en
effekt af temperaturen eller om både temperatur, densitet og tryk spiller ind.
Vi har også forsøgt, at arbejde med partikler i mellemliggende positioner,
men her er vi løbet ind i nogle simuleringsproblemer, som det ikke har været
muligt for os at løse. Vores formodning er, at vi ville se samme kollaps, som vi
ser for de isomorfe tilstandspunkter, men det kunne være meget spændende at
se, om der også for disse ville være samme afvigelse, som der ses for vacancies,
ved lave temperaturer.
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Figur 11.14: Figuren viser den reducerede middelkvadratforskydning
for nogle isoterme tilstandspunkter. Her ses den opførsel, som vi for-
ventede at se med alle graferne som en skalering af hinanden. Som
det kan ses, er der her ikke samme kollaps, som der er for de isomorfe
tilstandspunkter selv når man tager de afvigende datapunkter med.
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Figur 11.15: Figuren viser den reducerede radielle distributionsfunktion
g(r˜) for de isomorfe tilstandspunkter med otte huller. Som det ses er
der stadig kollaps i dataen.
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Figur 11.16: Figuren viser middelkvadratforskydningen i reducerede
koordinater, for to isomorfe tilstandspunkter, hver simuleret med to
forskellige cutoff-længder. I alle tilfælde er der 8 huller i de simulerede
FCC-krystaller. Som det ses er der et sammenfald mellem simu-
leringerne ved samme statepoint og ikke mellem de to statepoints.
12 Termodynamiske størrelser
Vi ønsker i dette afsnit at undersøge nogle termodynamiske størrelser for in-
varians.
De størrelser vi har valgt at undersøge, er den isokore varmekapacitet, den
isoterme kompresibilitet samt varmeledningen.
12.1 Gennemgang og analyse af CV
Varmekapaciteten ved konstant volumen, CV , er forudsagt til at være in-
variant langs isomorfe kurver, som gennemgået i afsnit 6.1. Imidlertid kan
varmekapaciten også beregnes for krystaller ved at approksimere atomerne
som værende harmoniske oscillatorer, der i den klassiske grænse vil have en
konstant varmekapacitet[5]. Vi vil her teste om den isomorfe forudsigelse er
triviel i krystalfasen.
Varmekapaciteten ved konstant volumen er defineret som
CV =
(
∂〈E〉
∂T
)
V
(12.1)
hvor E er den totale energi i systemet. Ved simuleringer i det kanoniske ensem-
ble er det muligt at beregne varmekapaciten udelukkende fra fluktuationer i
et enkelt tilstandpunkt. Således omgås nummerisk differentiation. For at finde
dette udtryk ses der på på middelværdien repræsenteret ved Boltmannzfaktor-
er
〈E〉 =
∑
i
Eie
−βEi
Z
(12.2)
Her er Z tilstandssummen og β = 1/(kBT ). Differentieres der nu med hensyn
til temperaturen fås
CV =
∂〈E〉
∂T
=
∂ 1Z
∑
i
Eie
−βEi
∂T
=
1
kBT 2

∑
i
U2i e
−βUi
Z
−
∑
i
U2i e
−2βUi
Z2

(12.3)
Det første led identificeres som 〈E2〉 og det andet som 〈E〉2, og varmekapaciten
er dermed givet ved den kvadrede varians af energien i et system
CV =
〈E2〉 − 〈E〉2
kBT 2
=
〈(∆E)2〉
kBT 2
(12.4)
Dette udtryk er givet alene ved fluktuationer for et enkelt tilstandspunkt og
giver en simpel måde at bestemme varmekapaciteten for et system. CV kan
videre deles op i bidrag fra hhv. potentiel og kinetisk energi
CV =
〈K2〉+ 〈U2〉 − 〈K〉2 − 〈U〉2
kBT 2
=
〈K2〉 − 〈K〉2
kBT 2
+
〈U2〉 − 〈U〉2
kBT 2
= CidV +C
ex
V
(12.5)
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CidV skal via ækvipartitionsprinccipet være konstant for ethvert tilstandspunkt,
og have en værdi
CidV =
3
2
NkB (12.6)
Tilsvarende skal CexV , for en isomorf, også være konstant.
Da vi udelukkende ser på klassiske systemer, vil varmekapaciten ikke falde
ved lave temperaturer, som i krystalmodeller såsom Einstein modellen, og den
mere præcise Debey model, ellers forudsiger[5]. Dette skyldes at de systemer
vi simulerer ikke har de diskrete energier som antages i Einstein modellen, og
som har en betydning ved lave temperaturer. Således er de fremviste resultater
kun gældende i den klassiske grænse.
Resultater for CV
I dette afsnit præsenteres mållinger for CV . For sammenligning er der målt
langs en isokor og en isoterm. For isomorfen er der målt fra densitet ρ = 1.1
til ρ = 2.25 med tilhørende temperaturer T = 0.65 til T = 16.061 ved i alt
6 punkter. For isotermen er der målt ved samme densiteter som isomorfen og
temperaturen T = 1. Isochoren er kørt ved densitet ρ = 1.2 og temperaturer
fra T = 0.25− 2.00. Disse temperaturer blev valgt for at sikre, at der kun var
målinger i krystalfasen. Varmekapaciteten blev for samtlige tilstandspunkter
målt via energifluktuationer som i ligning (12.4).
I figur 12.1 ses målingen af CV langs en isomorf og en isokor kurve. For
samtlige systemer måles CV /N til at have en værdi lige under 3. Tilsvarende
kan man i figur 12.3 se målinger langs en isoterm kurve. Her ses også en værdi
for CV på omkring 3, som dog falder en smule med temperature. Mållingerne
viser altså at varmekapaciteten til en god approksimation kan beregnes ved at
betragte systemet som bestående af harmoniske oscillatorer.
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Figur 12.1: Figuren viser CV /N langs en isomorf og en isoterm. Resul-
taterne viser tydeligt, at der ikke er den store forskel på varmekapaciten
langs de to kurver, og de begge ligger med en forventet værdi omkring
3. Tilsvarende ses CidV /N at have den forventede værdi 3/2.
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Figur 12.2: Figuren viser CV /N langs en isoterm. Som man kan se er
der et let fald i CV ved de høje temperaturer. Som man kan se er CidV
konstant.
For isokore kurver kan resultatet også undersøges ved at se på den totale
energi som funktion af temperaturen. Idet der er konstant varmekapacitet vil
punkterne falde på en ret linje med CV som hældning. Dette kan ses i figur
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12.3. Som man kan se ligger punkterne tilnærmelsesvist på en ret linje. Ved
lineær regression finder man at CV = 2.85, altså en smule under værdien på
3, som ville fås ved et system af harmoniske oscillatorer.
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fit: CV=2.853
Figur 12.3: Her ses den totale energi som funktion af temperaturen
langs isokoren. Som man kan se falder de målte værdier nogenlunde på
en ret linje. Ved lineær regression findes CV = 2.85
Resultaterne viser at CV til en god approksimation er invariant langs en
isomorfe kurver med en værdi lige under 3, som er hvad man ville forvente.
Tilsvarende resultater ses langs en isokor og langs en isoterm kurve. Systemerne
nærmer sig dermed alle den værdi man ville forvente ved at approksimere sys-
temet som harmoniske oscillatorer. Imidlertidigt er der stadig et anharmonisk
bidrag, idet varmekapaciteten er lidt under 3 for alle målinger. Dette bidrag
skal være konstant for isomorfen, men det er som nævnt uklart om det også
vil være det for isokoren og isotermen. For at undersøge dette bidrag nærmere
kan man plotte CVanhar./N = CV /N − 3. Dette er gjort i figur 12.4, hvor det
anharmoniske bidrag langs isomorfen og isotermen er plottet. Som man kan
se, er der en vis usikkerhed på målingerne for begge kurver, men plottet viser
tydeligt at den mindste ændring sker langs isomorfen, som man ville forvente.
I figur 12.5 er det tilsvarende anharmoniske bidrag plottet for isokoren
sammen med isomorfen. Da isotermen nærmer sig koeksistensområdet, giver
det ikke mening af øge densiteten yderligere, da vi i så fald ikke har en krystal.
På trods af dette er det tydeligt at det anharmoniske bidrag ændrer sig langt
mindre for isomorfen end isokoren.
CV nærmer sig altså hvad man kan forvente i den harmoniske approksi-
mation, og er derfor ikke helt så interessant i krystalfasen, idet CV generelt
ikke ændrer sig så meget. En nærmere undesøgelse af det anharmoniske bidrag
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Figur 12.4: Her er det anharniske bidrag til varmekapaciten plottet
langs isomorfen og isotermen. Som man kan se er der en del usikker-
heder på begge kurver, men den mindste ændring ses for isomorfen som
forventet. Det er dog værd at notere sig, at der er en ændring langs
isomorfen.
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Figur 12.5: Her ses det anharmoniske bidrag til varmekapaciten langs
isokoren og isomorfen. Isokoren er kun målt ved lave temperaturer for
at undgå faseovergang. Resultaterne viser dog tydeligt at ændring af
det anharmoniske er klart størst langs isokoren.
viser dog, på trods en del støj, at CV ændrer sig mindst langs en isomorf når
man sammenligner med en isokor og en isoterm. Dog er der tydelige ændringer
langs isomorfen, og er således stadig kun approksimativt uændret.
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12.2 Isotermisk Kompressibilitet
I dette afsnit vil vi gennemgå kompressibiliteten i forhold til isomorfteorien,
vores overvejelser for at måle den og gennemgå de resultater vi har opnået.
Selve definitionen på den isotermiske kompressibilitet er [7]
χT = −V −1
(
∂V
∂P
)
T
(12.7)
At vi måler kompressibiliteten for Lennard-Jones systemet, har ikke som så-
dan noget at gøre med at vi ser på krystaller, men skyldes en mere generel
sammenhæng med isomorfteorien. I artikel [4] er der nævnt egenskaber som
formodes ikke at være isomorft invariante. Heriblandt finder man kompress-
ibiliteten. Argumentet for dette kommer ved i første omgang af et potentiale
med isomorfer domineres af et 'skjult' IPL-potentiale [3]. Dette kan udtrykkes
som
vij(rij) = v
IPL
ij (rij) + v
diff
ij (rij) (12.8)
hvor vdiffij (r) er forskellen på det oprindelige potentiale og det skjulte IPL-
potentiale. Dette er f.eks. hvad der forklarer hvorfor Lennard-Jones potentialet
har samme fluktuationer som et IPL-potentiale, idet vi har vdiff (r)ij givet som
et lineært led [3]. For dette antager man nu at potentialebidraget Udiff (r) kun
afhænger af volumen i systemet. Således kan man skrive
Udiff (r) ∼= f(V ) (12.9)
I [4] er det vist at dette gælder til en god approksimation for SCLJ i væskefasen.
Med denne antagelse kan f.eks. den frie energi skrives som
Aex = −kBT ln
(
V −Ne−f(V )/kbT
∫
dre−UIPL(r)/kbT
)
= −f(V ) + kBT ln
(
V −N
∫
dre−UIPL(r)/kbT
)
= f(V ) +AIPL
(12.10)
Dette resultat betyder f.eks. af den konfigurationelle entropi Sex kun afhænger
af IPL-leddet, idet det første led ikke afhænger af temperaturen. Således er det
i overensstemmelse med isormorfteorien. Til gengæld betyder dette at virialet
vil være givet som
W = −V f ′(V ) +Wipl (12.11)
Dette betyder videre at det konfigurationelle bidrag til trykket er
Pex = W/V = −f ′(V ) +Wipl/V (12.12)
Udnytter man definitionen på kompressibiliteten vil man her få at
χexT = −V −1
(
∂V
∂Pex
)
T
=
(
V f ′′(V )
)−1
+
(
V
dWIPL/V
dV
)−1
(12.13)
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Der vil altså komme et bidrag, som kun afhænger af volumen og derfor ikke
er isomorf invariant. Udfra dette, er der altså ingen grund til at tro på, at
kompressibiliteten skulle være invariant langs en isomorf.
Der findes til gengæld en anden sammenhæng hvor kompressibiliteten kobles
til integralet af den radielle distributionsfunktion. Denne kan bl.a. findes udledt
i [7], hvor det er vist at
ρkBTχT = 1 + ρ
∫
[g(r)− 1]dr (12.14)
Resultatet er udledt i det store kanoniske ensemble[7], hvori temperaturen
og volumen er fastholdt, men det totale antal partikler kan fluktuere. Man
kan f.eks. forestille sig et delvolumen af et større system, hvor partiklerne vil
bevæge sig ind og ud af delvolumnet. I stedet for at fastholde antalet af partik-
ler som makroskopisk størrelse, fastholder man det kemiske potentiale µ , som
er givet som Gibbs fri energi pr. partikel. Relationen i ligning (12.14) kommer
af at begge sider kan bestemmes ved at måle variansen af antallet af partikler
i systemet delt med middelværdien
(〈N2〉 − 〈N〉2) /〈N〉[7]. Denne udledning
kan kun laves i det store kanoniske ensemble og derfor kunne man umiddelbart
tro at den ikke har noget med det kanoniske ensemble at gøre. Men kompress-
ibiliteten er en materialeegenskab, som derfor burde være uafhængig af hvilket
ensemble den findes i, og sammen med temperaturen og densiteten, skal ven-
stre side af ligning (12.14) være uafhængig af ensemblet. Tilsvarende er den
radielle distributionsfunktion uafhængig af ensemblevalg. Derfor bør sammen-
hængen gælde for ethvert ensemble. Da den radielle distributionsfunktion målt
i reducerede koordinater er invariant langs en isomorf, skal integralet af den
også være invariant og dermed skal højresiden af ligning (12.14) være invari-
ant, hvilket medfører at venstresiden og dermed kompressibiliteten også skal
være invariant langs en isomorf. Altså en anden konklusion end hvad man er
kommet frem til i artikel [1]. Det er dog vigtigt at nævne at ligning (12.14) er
udledt med antagelsen om homogenitet[7], hvilket almindeligvis er en bedre ap-
proksimation i en væske end i en krystal. Dermed er lighedstegnet ikke sikkert
i en krystal. Ydermere er integralet af g(r) ikke let at lave i en krystal idet
der integreres fra 0 til ∞. I en væske vil g(r) nå en konstant værdi på 1 for
selv forholdsvist små systemer, og derfor kan g(r) sættes konstant til 1 fra en
bestemt afstand. Dette sker ikke i krystallen, hvor man selv ved store afstande
vil se struktur på g(r). Derfor er det ikke muligt at undersøge sammenhæn-
gen i ligning (12.14) for krystaller, men kompressibiliteten kan stadig måles
og undersøges for invarians. Kompressibiliteten har ikke før været målt langs
en isomorf, og derfor er det ikke dokumenteret, hvorvidt den rent faktisk er
invariant eller ej. På baggrund af dette har vi valgt at måle kompressibiliteten.
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Målinger af isotermisk kompressibilitet
Målingen af kompressibiliteten er udført ved numerisk differentiation. Målingerne
blev lavet ved at måle kompressibiliteten via densitet i stedet for volumen.
Dette kan gøres ved at omskrive definitionen for kompressibiliteten til
χT = ρ
−1
(
∂ρ
∂P
)
T
(12.15)
Denne omskrivning følger af at ρV = N er konstant i NV T -ensemblet. Dette
betyder at d(ρV ) = 0 = V dρ+ ρdV , som kan omskrives til −(dρ/ρ) = dV/V .
Ligning (12.15) kan diskretiseres til
χT ≈ ρ−1
(
∆ρ
∆P
)
T
(12.16)
Via denne sammenhæng kan kompressibiliteten beregnes ved at beregne trykket
for et tilstandspunkt med densitet og temperatur (ρ, T ), og derefter at beregne
trykket for et tilstandspunkt med densitet og temperatur (ρ+∆ρ, T ), hvor ∆ρ
er en lille ændring.
Ligning (12.16) kan bruges i grænsen hvor der kan approksimeres en lineær
sammenhæng mellem densiteten og trykket. Samtidigt må ændringen i den-
siteten ikke være så lav at usikkerheden i trykforskellen mellem de to punkter
er for stor. For at teste dette blev trykket målt for forskellige tilstande langs
en isoterm. Tilstandspunktet med densitet ρ = 1.2 og temperatur T = 1 og
N = 4000 blev valgt som udgangspunkt, og herfra blev der kørt en række
tilstandspunker hvor densiteten er ændret fra ±0.5% og op til ±8%. Alle til-
standspunkter blev kørt med 107 tidsskridt. Målingerne af trykket kan ses i
figur 12.6. Der ses tydeligt at være en ulineær sammenhæng ved de største
densitetsændringer. Til gengæld er der ikke noget problem med usikkerheden
i trykket ved de små ændringer i densiteten, og en lineær sammenhæng kan
approksimeres.
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Figur 12.6: Her ses trykket som funktion af densiteten ved temperatur
T = 1. Mållingerne er lavet med udgangspunkt i densiteten ρ = 1.2.
Herfra er densiteten ændret med ±0.5% i de to nærmeste tilstand-
spunkter, og derefter 1% ændringer op til i alt ±8% forskel i densiteten.
Kompressibiliteten blev efterfølgende målt langs en isomorf ved i alt 6
forskellige tilstandspunkter fra densitet ρ = 1.1 til ρ = 2.25 med temperaturer
gående fra T = 0.64 til T = 16.06 . Udgangspunktet for isomorfen var tilstand-
spunktet med ρ = 1.2 og T = 1. Ved hvert tilstandpunkt blev trykket målt.
Derefter blev densiteten øget med 1% og trykket blev herefter målt igen. Æn-
dringen på 1% blev valgt på baggrund af resultaterne i figur 12.6. Antagelsen er
at χTρkBT er isomorf invariant. Da kompressibiliteten har dimension af inverst
tryk, vil man se at denne størrelse svarer til kompressibiliteten i reducerede
koordinater, dvs. at χ˜T = χTρkBT . Indsættes udtrykket for kompressibiliteten
i ligning (12.15), får man dermed at
χ˜T = kBT
(
∂ρ
∂P
)
T
(12.17)
Målingerne af denne størrelse, for de seks isomorfe tilstandspunkter kan ses i
figur 12.7.
Der er tydeligvis ingen tegn på invarians langs isormorfen, i stedet ses
kompressibiliteten til at være aftagende idet temperaturen og densiteten øges.
Således er der overensstemmelse med hvad der er forudsagt i artikel [1]. Tilsvarende
er der umiddelbart ikke nogen sammenhæng med forudsigelsen i ligning (12.14).
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Figur 12.7: Her ses trykke kompressibiliteten plottet som funktion af
densiteten langs en isomorf, som man kan se er det tydeligvis intet tegn
på invarians og således stemmer resultaterne over med hvad man har
forudsagt i artikel [1].
Vi har i dette projekt valgt ikke at gå videre med at undersøge, hvorfor der
ikke er overensstemmelse med ligning (12.14). Grunden til dette er, at det ville
kræve et større arbejde, som samtidigt ville være et skridt væk fra projektets
oprindelige formål.
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12.3 Gennemgang og resultater for varmeledning
I dette afsnit ønsker vi at præsentere det arbejde vi har udført i forhold til
varmeledningsevnen i en FCC-krystal. Varmeledningen kan, som det bliver
vist i appendiks F, udtrykkes som
λ =
ρ
NkBT 2
1
t
〈 N∑
j=1
∆Ej(t)zj(t)−∆Ej(0)zj(0)
2〉 (12.18)
hvor ∆Ej er partikkel j's afvigelse fra sin middelenergi og zj er denne par-
tikkels z-koordinat [32]. Formen på dette udtryk er med til at give os en for-
modning om, at denne størrelse bør være isomorf invariant. Både positioner
og energifluktuationer er isomorft invariante i reducerede enheder, og deraf
må det formodes, at deres produkt ligeledes er det. Desuden kan den, som det
ligeledes bliver vist appendiks F, skrives som en tids-autokorrelationsfunktion,
hvilket gør, at den burde være isomorf invariant [1].
Der er dog i udledningen, hvilket også bliver beskrevet i appendiks F, nogle
approksimationer, som virker meget grove i forhold til at anvende udtrykket
for krystaller. Udledningen blev oprindeligt foretaget for væsker, men anven-
des dog, som det også var tilfældet for den radielle distributionsfunktion, for
krystaller i blandt andet [33].
Ud over at være en størrelse, der burde være isomorf invariant, er det
også en størrelse, som kunne tænkes at have interesse indenfor arbejdet med
faste stoffer, da den er en makroskopisk størrelse, der, ligesom den statiske
strukturfaktor, kan måles eksperimentelt.
Simulering
I vores simulering valgte vi at anvende formen
λ =
ρ
NkBT 2t
〈 N∑
j=1
∆Ej(t)zj(t)−∆Ej(0)zj(0)
2〉 (12.19)
Vi anvendte denne form, da vi fandt, at denne var nemmest at udregne med
den data, som var tilgængelig via RUMD-programmet. Samtlige simuleringer
blev foretaget med samme antal partikler, således at N i ligningen ikke burde
spille nogen rolle, for de relative værdier.
Vi simulerede i reducerede enheder, hvilket gør beregningerne nemmere, da
der så, som nævnt, ikke skal tages højde for tilstandpunkternes ρ og T . Først
defineres den reducerede størrelse
S˜ ≡
〈 N∑
j=1
∆E˜j(t˜)z˜j(t˜)−∆E˜j(0)z˜j(0)
2〉 (12.20)
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Dernæst bemærkes det, at dimensionen af λ er
[λ] = mLt−3T−1 (12.21)
hvor m er masse, L er længde, t er tid og T er temperatur. Disse kan udtrykkes
i enheder af ρ, T og m, som er de størrelser vi ønsker at reducere i forhold til,
ved
[λ] =
√
kBT
m
kBρ
2/3 (12.22)
da tiden i reducerede enheder er givet ved t = t˜
√
m/kBT . Derfor fås
λ˜ = λ
√
m
kBT
1
kBρ2/3
(12.23)
=
ρ
2NkBT 2t
〈 N∑
j=1
∆Ej(t)zj(t)−∆Ej(0)zj(0)
2〉√ m
kBT
1
kBρ2/3
(12.24)
=
ρ
2NkBT 2t˜
1
kBρ1/3
〈 N∑
j=1
∆Ej(t)zj(t)−∆Ej(0)zj(0)
2〉 (12.25)
=
ρ2/3
2N(kBT )2t˜
〈 N∑
j=1
∆E˜j(t)z˜j(t)−∆E˜j(0)z˜j(0)
2〉 (kBTρ−1/3)2 (12.26)
=
1
2Nt˜
S˜ (12.27)
hvorfor vi i reducerede enheder blot behøver at måle S˜.
Simuleringsdataen, der bliver præsenteret nedenfor, er alt sammen et gen-
nemsnit af mindst 2900 udregninger, forstået på den måde, at vi for dataen fra
en simulering definerede en lang række punkter som t = 0, og regnede ud fra
disse. På den måde fås en lang række udregninger der kan tages gennemsnit
af. Samtidig tog vi gennemsnittet af de tre retninger, da der ikke er nogen
præference mellem disse, hverken i udledningen eller i krystallen.
På figur 12.8 ses λ˜ for fire isomorfe tilstandspunkter som funktion af t˜.
Det kan ses at kurverne ikke ligger langt fra hinanden. Desuden ses nogle
svingninger i dataen, som bedre kan ses i underfiguren.
Tilsvarende kan der, på figur 12.9, ses λ˜ for hhv. isoterme og isokore til-
standspunkter. Som det kan ses falder dataen for disse også tæt på hinanden.
Det er derfor interesant at undersøge, hvor langt dataen for de forskellige fig-
urer er fra hinanden. Da alle tre datasæt tilsyneladende falder som t˜−1 er det
nærliggende i stedet at plotte λ˜t˜ = S˜/2N , for at få nogle tilnærmelsesvist kon-
stante funktioner. Desuden kan det være svært at vurdere, hvor langt graferne
ligger fra hinanden, når kurverne aftager som t˜−1. Man må derfor formode, at
forskellen i dataen bliver nemmere at se, når den plottes som S˜/2N .
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Figur 12.8: Figuren viser varmeledningsevnen målt for fire isomorfe
tilstandspunkter. Der er en del støj på dataen, men dataen ligger
tilsyneladende tæt på et kollaps, og går desuden ca. som t˜−1. Under-
figuren er et zoom på området omkring t˜ = 0.
På figur 12.10 ses et eksempel på dette, hvor S˜/2N er plottet mod t˜, for
de isomorfe tilstandspunkter. Som det kan ses er der en del støj til korte tider,
mens der mod lange tider opstår fluktuationer omkring, hvad der ligner, en
konstant værdi. Det kan endvidere ses, at graferne her ligger mere spredt end
man kunne se på figur 12.8.
Tilsvarende figurer er blevet lavet for hhv. isokore og isoterme tilstand-
spunkter, se figur 12.11 og 12.12. For begge datasæt ses samme opførsel som for
de isomorfe tilstandspunkter, med store svingninger i starten, og fluktationer
omkring en konstant værdi til længere tider. For de isoterme tilstandspunkter,
på figur 12.12, ses en større spredning i de konstante værdier, der fluktueres
omkring, som ville være det vi forventede. For de isokore tilstandspunkter, på
figur 12.11, ses derimod en mindre spredning mellem plateauværdierne end
dem der ses for de isomorfe tilstandspunkter, hvilket bestemt afviger fra det vi
forventede at se. Dette er meget overraskende, da vi netop havde godt belæg
for, at denne størrelse skulle være en isomorf invariant. Vi har gjort forskellige
ting, for at se om vi kunne komme til at forstå, hvorfor vi ikke ser den iso-
morfe invarians. Dataen er blevet kørt flere gang, for at tjekke for konsistens,
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Figur 12.9: Figuren viser vameledningsevnen målt for både isoterme og
isokore tilstandspunkter, som funktion af t˜. Her kan det ses, at disse
kurver ligeledes ligger tæt på hinanden, og falder som t˜−1.
og koden er blevet tjekket igennem for at se, om der her skulle være proble-
mer. Vi har dog ikke fundet noget der har peget i retningen af, at det arbejde
vi har gjort har været forkert. Det er dog muligt, at det ganske enkelt ikke
kan lade sige gøre at bruge denne form af ligningen til målinger i krystallen. I
[34] finder forfatterne, at metoden anvendt på krystaller konsekvent undersky-
der den varmeledningsevne, der findes ved eksperimenter. Derudover er der de
approksimationer, der anvendes undervejs i udledningen. Dette kan muligvis
føre til så stor afvigelse i de beregnede størrelser, at der stopper med at være
isomorf invarians. Der er naturligvis også den mulighed, at vi har foretaget en
fejl i den måde, hvorpå vi har implementeret databehandlingen. Dette er ikke
umuligt, til trods for, at programmet er blev gennemlæst, og forskellige kon-
trolstørrelser er blevet skrevet ud. Slutteligt er der også mulighed for, at det
faktisk ikke er en isomorf invariant størrelse, men her vil vi mene, på baggrund
af udtrykket, at dette er langt mindre sandsynligt.
Som en sidste ting kan nævnes, at der i den primære kilde til vores udled-
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Figur 12.10: Figuren viser S˜/2N for de fire isomorfe tilstandspunkter.
Som det kan ses er der en del støj i dataen, især til korte tider. Til lange
tider lader der til blot at være fluktationer omkring en plateau-værdi.
ning [22] er en trykfejl, således at varmeledningen er udtrykt som
λMcQ =
ρ
2NkBT 2t
〈
N∑
j=1
[∆Ej(t)zj(t)−∆Ej(0)zj(0)]2
〉
(12.28)
altså en enpartikkelstørrelse, da der i denne ikke er noget krydsled. Denne
giver bedre statistik, men er ikke den korrekte form. Da vi først startede med at
arbejde med varmeledning anvendte vi istedet denne form til vores beregninger.
Dette udtryk har samme dimensioner som λ, og kan derfor reduceres på samme
måde. Dataen for denne kan ses i figur 12.13 i form af S˜McQ/2N , altså uden
den reciprokke t˜. Dataen minder meget om dataen for det egentlige udtryk,
men har, som forventet, mindre fluktuationer. Også her ses det, at der ikke er
sammenfald mellem de konstante værdier for de isomorfe tilstandspunkter.
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Figur 12.11: Figuren viser S˜/2N for de fire isokore tilstandspunkter.
Her er samme opførsel som før, med støj omkring en konstant vær-
di, men tilsyneladende en mindre spredning, end den der ses for de
isomorfe tilstandpunkter.
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Figur 12.12: Figuren viser S˜/2N for de fire isoterme tilstandspunk-
ter. Igen ses svingninger omkring en tilnærmelsesvis konstant værdi.
Her er spredningen til gengæld større end den der ses for de isomorfe
tilstandspunkter.
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Figur 12.13: Figuren viser udregninger af det udtryk for varmelednin-
gen der findes i [22]. Dette er som nævnt en enkeltpartikkelstørrelse,
der ikke er ækvivalent med varmeledningsevnen. Her ses mindre støj,
og igen svingninger om en konstant værdi til lange tider.
13 Simulering af NaCl
Vi vil her give en gennemgang af de simuleringsresultater som blev opnået for
NaCl. Vi valgte som nævnt at simulere dette system, da vi ønskede at under-
søge et mere kompliceret system, og fordi vi ville se, hvad det langtrækkende
Coulombbidrag til potentialet kunne betyde for systemernes invarians.
NaCl kan som nævnt i afsnit 3.1 simuleres ved hjælp af et Lennard-Jones
potentiale plus et Coulomb potentiale. Coulomb potentialet repræsenterer ion-
ion interaktioner i systemet. Dette Coulombbidrag er notorisk kendt for at være
besværligt at simulere, men det er for nyligt blevet vist at kunne simuleres ved
hjælp af shifted-forces metoden og et cut-off øget til rc = 6.5[19]. Dette er
dog vist i væskefasen, hvor systemet kan antages at være isotropt for store
afstande. Denne antagelse er ikke på samme måde acceptabel for krystaller og
vi blev anbefalet at sikre os, at vores valg af cut-off afstand ikke påvirkede
systemet. Derfor vil vi undersøge effekten af et øget cut-offet fra rc = 6 og op
til rc = 9, for at se om der er nogen forskel. Dette blev testet ved hjælp af den
radiale distributionsfunktion.
Systemet blev kørt ved densitet ρ = 0.5 og temperatur T = 10, som efter
nogle forsøg blev fundet til at være i krystalfasen og samtidigt ikke gav negativ
tryk. Da et stort cut-off giver langsommere simuleringer valgte vi det mindst
mulige system, som bestod af 1372 natrium og 1372 chlorid partikler. Et system
mindre end dette gør at cut-offet bliver længere end halvdelen af længden på
den boks systemet simuleres i, og kan derfor give problemer i forhold til de
periodiske randbetingelser i programmet.
I figur 13.1 kan man se den radielle distributionsfunktion for ρ = 0.5 og T =
10 ved cut-off rc = 7 kørt i alt 107 tidsskridt. Som man kan se er der tre kurver.
En for hvordan Na+ ionerne ligger i forhold til hinanden, en for hvordan Na+
ligger i forhold til Cl− ionerne og den sidste for hvordan Cl− ionerne ligger
i forhold til hinanden. Som man kan se har kryds-kurven for Na+ og Cl− et
peak ved den korteste afstand. Dette er forventet da de er nærmeste naboer
af hinanden i krystalstrukturen. Videre ser man af Na+ −Na+ kurverne har
de mindste peaks hvilket er i overensstemmelse med at natrium er den letteste
af de to partikler, og derfor vil bevæge sig mere, hvilket bliver udtrykt i en
mindre veldefineret krystalstruktur. Den radielle distributionsfunktion opføre
sig altså som man ville forvente.
I figur 13.2 kan man videre se den radielle distributionsfunktion forNa−Na
ved de fire forskellige cut-offs som vi testede. Kurverne skalerer perfekt og der
er derfor ingen grund til at benytte et øget cut-off. I resten af simuleringerne
har vi anvendt rc = 6.5 som originalt er foreslået i artikel [19]. Da vi kan nøjes
med dette cut-off valgte vi at reducere størrelsen på det system vi har undersøgt
til NNa = NCl = 864 partikler. Dette er gjort for at sænke simuleringstiden.
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Figur 13.1: Her ses den radielle distributionsfunktion for NaCl. De tre
kurver repræsentere hvordan Na+ ionerne ligger i forhold til hinanden,
i forhold til Cl− og sidst hvordan Cl− ligger i forhold til hinanden.
Undersøgelse af stærke korrelationer og isomorfer
Tilstandspunktet med ρ = 0.5 og T = 10 er undersøgt for stærke korrelationer.
I figur 13.3 ses plottet af virialet mod den potentiele energi. Sammenlignet med
Lennard-Jones potentialet falder punkterne for NaCL i langt mindre grad på en
ret linje. Ved lineær regression finder man korrelationskoefficienten R = 0.867,
altså lidt under grænsen for stærkt korrelerende som er sat til R = 0.9. Ved
den lineære regression finder man desuden, at γ = 4.229. Da korrelationsko-
efficienten for det undersøgte tilstandspunkt for NaCl er lige under grænsen
for stærkt korrelerende, vil isomorferne som konsekvens heller ikke være velde-
finerede. Dog er korrelationskoefficienten stadig så tæt på at være stærkt ko-
rrelerende, at det er interessant at undersøge, hvor god invarians man har af
f.eks. dynamikken, idet man antager at der er stadig er isomorfer. Da isomorf-
teorien netop er en approksimativ teori kan man ikke fuldstændigt afvise, at
der til en vis approksimation kan findes invarians for isomorfe systemer.
For at undersøge systemet for isomorfer, skal der findes isomorfe tilstand-
spunkter. Vi kan ikke her benytte long-jumps, idet h(ρ˜) kun er bestemt for et
rent Lennard-Jones potentiale. I stedet valgte vi at gøre brug af direkte iso-
morf kontrol til at bestemme andre tilstandspunkter som skulle være isomorfe
med det oprindelige tilstandspunkt. Udgangspunktet er som nævnt ρ = 0.5 og
T = 10. Ved i alt 4 forskellige densiteter gående fra ρ = 0.6 til ρ = 0.9 lavede
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Figur 13.2: Figuren viser g(r) for Na−Na målt ved samme tilstand-
spunkt, men med fire forskellige cut-offs. Som man kan se er strukturen
bevaret fuldstændigt mellem de forskellige kurver.
vi direkte isomorf kontrol for at bestemme en tilhørende temperatur, således
at tilstandspunkterne alle er isomorfe.
I figur 13.4 kan man se resultatet af direkte isomorf kontrol for densitet
ρ = 0.6. Som man kan se falder punkterne ikke lige så tæt på en ret linje som
de gjorde for Lennard-Jones-systemet, og der er kun en approksimativ pro-
portionalitet mellem de enkelte Boltzmannsfaktorer. Dette stemmer overens
med den lavere korrelationskoefficient. Men punkterne falder heller ikke fuld-
stændigt ukorrelerede, hvilket igen indikerer at systemerne ikke er langt fra
at opfylde isomorfteorien. Ved lineær reggression finder man hældningen til
2.1057, hvilket betyder, at temperaturen skal være T = 21.057 ved densitet
ρ = 0.6 for at de to tilstandspunkter er isomorfe. Billedet er det samme ved de
tre andre undersøgte densiteter, hvor den tilhørende temperatur er stigende,
og for densitet ρ = 0.9 fås, at temperaturen skal være T = 105.537. De fire
fundne tilstandspunkter blev efterfølgende simuleret og undersøgt for struktu-
ral invarians via den radielle distributionsfunktion.
I figur 13.5, 13.6 og 13.7 kan man se resultatet af måling af den radielle
distributionsfunktion for de forskellige ionpar. Alle systemerne er simuleret ved
106 tidsskridt og ved reducerede koordinater. Som man kan se er strukturen
langt fra bevaret og specifikt kan det ses, for Na−Na parret, at systemet med
højest densitet og temperatur falder ud af krystalstrukturen, idet systemet gen-
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Figur 13.3: Figuren viser virialet plottet mod den potentiele energi. Ved
lineær regression finder man korrelationskoefficienten til R = 0.867,
altså under grænsen for stærk korrelerende som er på R = 0.9.
Tilsvarende findes γ = 4.229.
nemgår en faseovergang. Til sammenligning blev de samme densiteter simuleret
langs en isoterm med T = 10 og den radielle distributionsfunktion blev også
her målt. Dette kan ses i figur 13.8. Her opfører systemet sig som forventet og
har de højeste peaks ved den højeste densitet. Ved en sammentrykning bliver
systemet i langt højere grad domineret af det frastødende r−12-led fra Lennard-
Jons potentialet. Dette kommer også til udtryk i korrelationskoefficienten som
er stigende med densiteten, og når op i området for stærkt korrelation ved
densitet ρ = 0.9, hvor korrelationskoefficienten når R = 0.9063. De høje kor-
relationer begynder altså at komme når trykket i systemet stiger som følge af
den øgede densitet. Dette stemmer overens med hvad der er vist i artikel [35],
hvor man for en række væsker har vist, at de får højere korrelationer i takt
med at trykket øges.
Vi ser altså at den undersøgte model for NaCl ikke er stærkt korrelerende,
og som følge af dette, findes der heller ikke isomorfer i systemet, som er illus-
treret via den manglende invarians af den radiell distributionsfunktion. Så på
trods af, at det anvendte potentiale består af 3-IPL led, som hver især skal være
perfekt korrelerende, er de sammen ikke stærkt korrelerende. Således er det
altså påvist at isomorfteorien ikke er trivielt opfyldt for krystaller. Derudover
illustrerer det meget godt, at der virkelig kræves en høj korrelationskoefficient,
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Figur 13.4: Figuren viser potentialet U udregnet i positionerne
(ρ1/ρ2)
1/3rN plottet mod den egentlige potentielle energi i systemet.
Som det kan ses falder punkterne tilnærmelsesvis på en ret linie, hvilket
indikerer, at tilstandspunktet givet ved ρ2 og temperaturen givet ved
hældningen af den lineære regression er isomorft med det originale
tilstandspunkt ρ1, T1.
før at der findes isomorfer i krystalfasen.
126 KAPITEL 13. SIMULERING AF NACL
1 2 3 4 5
r~
0
1
2
3
4
5
6
g ( r~
)
 ρ=0.5 T=10
 ρ=0.6 T=21.0157
 ρ=0.7  T=38.775
 ρ=0.8 Τ=65.791
 ρ=0.9 Τ=105.537
Figur 13.5: Figuren viser den radielle distributionsfunktion i reduc-
erede koordinater for Na−Na målt for de fem tilstandspunkter langs
isomorfen. I alt er der simuleret ved 106 tidskridt. Som man kan se er
strukturen langt fra bevaret, og for tilstandspunktet med den højeste
densitet og temperatur er systemet tydeligvis faldet ud af ligevægt
grundet at systemet er igang med en faseovergang.
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Figur 13.6: Her ses den radiale distrubtionsfunktion for Cl-Cl. Som
man kan se er strukturen heller ikke her bevaret.
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Figur 13.7: Her ses den radial distributionsfunktion for Na−Cl. Heller
ikke her er der strukturel invarians.
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Figur 13.8: Figuren viser den radiele distributionsfunktion for Na−Na
målt for de fem tilstandspunkter langs en isoterm med T = 10. Som
man kan se ændrer strukturen sig som forventet ved at de enkelte
peaks bliver højere og smallere ved at systemet trykkes sammen. Her
vil systemet i højere grad domineres af det repulsive r−12-led.
14 Opsumering og diskussion
Vi har igennem denne rapport præsenteret en del data, der peger på, at der
findes både strukturelle og dynamiske størrelser, der er invariante langs iso-
morfer, for SCLJ systemer i FCC-krystaller. Undervejs har vi kommenteret på
de resultater, vi har fået i det omfang vi synes det var passende for de enkelte
resultater. I dette afsnit ønsker vi at diskutere resultaterne mere i dybden og
hertil, hvad der kunne være interessant at gå mere i dybden med.
Før selve gennemgangen af de forskellige resultater, præsenterer vi et ek-
sempel på direkte isomorfkontrol, som kan ses i figur 6.1 på side 43. Her findes
der ved lineær regression, at proportionalitetskonstanten C12 ikke er 1, og ikke
er tæt på at være det. Samtidigt finder vi for tilstandspunkter i krystallen at
korrelationskoefficienten som regel har værdier større end 0.99, hvilket inklud-
erer de to tilstandspunkter som er undersøgt ved direkte isomorfkontrol. Den
høje korrelationskoefficient betyder, at fluktuationer i høj grad tilnærmer sig
det perfekte system, som er et IPL-system. For IPL systemet finder man at
C12 = 1, hvilket altid skal gælde. Dette gør, at invarianser for IPL-systemer er
trivielle langs isomorfe kurver. Vi ser altså, at en meget høj korrelationskoeffi-
cient, og en umiddelbar tilnærmelse af det perfekte IPL-system, ikke medfører,
at mikroskopiske konfigurationer med samme reducerede koordinater, imellem
isomorfe tilstandspunkter, har ens Boltzmannsfaktorer, men kun at propor-
tionaliteten bliver mere udtalt. Dette forklarer samtdigt hvorfor ikke alting er
isomorft invariant i ikke-IPL systemer.
De høje korrelationskoefficienter medfører til gengæld, at strukturen langs
isomorfer er meget godt bevaret, målt i form af den radielle distributionsfunk-
tion. Kun ved at gå til negativt tryk, har det været muligt at få strukturen
til ikke at være sammenfaldende når vi måler i reducerede koordinater. Det
manglende sammenfald ved det negative tryk hænger naturligvis sammen med,
at korrelationskoefficienten samtidigt er faldet under grænsen for stærk kor-
relation. Ved målinger af strukturfaktoren for fire forskellige bølgevektorer k,
får vi ligeledes en klar indikation på, at strukturen er godt bevaret imellem
isomorfe tilstandspunkter. Samtidigt ser man at strukturen godt kan ændres
betragteligt i krystalfasen, hvilket blandt andet ses ved at betragte strukturen
langs isokorer og isotermer. Invariansen må altså i høj grad tilskrives teorien
om isomorfer. Målingerne af den radielle distributionsfunktion viser sig også
at være bedre end hvad man har set dokumenteret for væsker. Forklaringen
for dette må ligge i, at vi i krystallen generelt har målt en højere korrelation-
skoefficient, end hvad man har set for væsker.
Ser vi på dynamikken, har vi også her fået resultater, der viser, at dy-
namikken er bevaret langs isomorfe kurver. Til gengæld har vi også fået nogle
resultater, som har vist sig ikke at være invarinate, hvilket man ellers ville for-
vente. Ser vi først på resultaterne for korttidsdynamikken repræsenteret ved
hastighedsautokorrelationsfunktionen, ser vi at målingerne af HAF viser, at ko-
rttidsdynamikken til en god approksimation er invariant for isomorfe tilstand-
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spunkter. For langtidsdynamikken, målt i form af middelkvadratforskydning
for defekte krystaller, får vi dog nogle resultater som ikke stemmer overens
med forventningerne. Ser vi på krystaller med 8 vacancies, som er afbilledet i
figur 11.12 på side 98, kan vi få resultater, der for det meste er ganske pæne, og
hvor der ses sammenfald i det diffusive område for middelkvadratforskydnin-
gen, som man ville forvente. Dog ser vi ved den lavest simulerede temperatur
og densitet, at kurven afviger fra de andre, hvilket ikke er helt klart hvorfor
sker. Muligvis kan afvigelsen skyldes, at dette tilstandspunkt har et meget
lavt tryk som dog er positivt. Man kunne forestille sig at man evt. lokalt i sys-
temmet ville kunne måle negativt tryk ved områderne med vacancies, hvilket
kunne resultere i at dynamikken vil afvige fra de forventede resultater. En
anden mulighed er, at vi har en temperaturafhængig proces, som kun har ind-
flydelse ved lave temperaturer, hvilket måske også kunne forklare, hvorfor vi
ser en tilsvarende afvigelse ved samme temperatur for isokoren i figur 11.13
på side 99. Dette er dog kun spekulationer, og det kunne være interessant at
lave en mere dybdegående undersøgelse af, hvad der præcist sker. Tilsvarende
kan vi med kun en enkelt vacancy ikke få noget sammenfald for kurverne over-
hovedet. Igen har det ikke været muligt at give nogen forklaring på, hvorfor vi
for isomorfe tilstandspunkter ikke oplever den sammen dynamik. Det er altså
en oplagt mulighed at få en generelt bedre forståelse for, hvad der sker med
vancancies i krystaller.
En anden ting, der kunne være interessant at undersøge nærmere, er iso-
morfer for tilstandspunkter, som befinder sig i koeksistensområdet, hvor vi
langs en isokor har observeret et pludseligt fald i γ, som er vist i figur 8.4 på
side 54. Da formålet med denne rapport har været at se på isomorfer og iso-
morf invarians i krystaller, har vi ikke undersøgt dette område nærmere, men
der er nogle oplagt interessante ting man her kunne undersøge. Dels kunne det
være interessant at undersøge, præcis hvad der sker ved faldet i γ. Tilsvarende
kunne det være interessant at se, hvad der sker, hvis man kommer fra væskes-
iden og begynder at køle sit system, gerne ved forskellige kølerater, for at se,
hvad forskellen bliver i koeksistensområdet. Her kunne man se på, om den
pludselige ændring altid vil være tilstede og om den evt. kan forskydes. Sam-
tidigt er det helt oplagt, at man f.eks. skulle kunne opleve forskellige strukturer
mellem isomorfe tilstandspunkter, som vil afhænge af, hvordan man er kommet
hen til de pågældende tilstandspunkter.
Af de generelle isomorfe forudsigelser har vi set, at isomorfspringene giver
ganske overbevisende resultater for den bevarede ligevægt. Til gengæld har vi
set, at Nosé-Hoover tidskonstanten har meget stor indvirkning på de ikkeiso-
morfe spring. Det kunne være interessant at prøve springene af ved simuleringer
udført i NV E-ensemblet. Her vil der ikke være nogen påvirkning i systemet
fra termostaten, som vil prøve at få systemet i ligevægt. Man kunne derfor
forestille sig at forskellen på et isomorft og ikke-isomorft spring bliver endnu
tydeligere i dette ensemble.
Den mest interessante af de generelle isomorfe størrelser, som er blevet un-
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dersøgt, er den nye foreslåede invariant fra afsnit 10.1. Denne har spændende
konsekvenser i form af, at h(ρ) kan forudsiges for ethvert potentiale med iso-
morfer, og som vi viste, giver den ganske gode forudsigelser af γ for SCLJ langs
isomorfer, hvilket dog ikke er så imponerende idet den forudsagte størrelse h(ρ)
er kendt i forvejen. Imidlertid er det interessant at se om forudsigelsen pass-
er for andre potentialer. Samtidigt kunne det være interessant, hvorvidt man
præcist kan fastslå, hvilken værdi konstanten Λ skal have.
De termodynamiske størrelser vi har set på har også givet nogle interes-
sante resultater. Ved måling af den isokore varmekapacitet CV , så vi at denne
til en god approksimation er konstant langs en isomorf, og bedre end hvad
man ser langs en isokor og en isoterm. Samtidigt er der en klar tendens til
at varmekapaciteten ikke er fuldstændig konstant langs en isomorf. Godt nok
sker der ikke store ændringer i værdien for CV , men set i forhold til at der er
en klar tendens til at varmekapaciteten generelt ikke ændres særligt meget i
krystallen, er resultaterne mindre imponerende set i forhold til invariansen af
f.eks. strukturen.
Målingen af den isotermiske kompressibilitet er fundet til ikke at være
invariant langs en isomorf. Dette er tidligere blevet forudsagt, men har aldrig
været undersøgt nærmere. Samtidigt var der, som vi argumenterede for, en
grund til at tro at kompressibiliteten alligevel skulle være invariant. Vi har ikke
undersøgt nærmere, hvorfor vi ikke ser denne invarians. Derfor kunne det være
interessant at undersøge nærmere, f.eks. ved simuleringer af en SCLJ i væske
fasen i både NVT-ensemblet, men også i det store kanoniske ensemble, hvorfra
sammenhængen mellem den radiale dstributionsfunktion og kompressibiliteten
er udledt. På den måde kunne man systematisk se på forskellen mellem de to
ensembler og derigennem måske finde en præcis forklaring på, hvorfor der ikke
skal forventes invarians.
Det lykkedes os desværre ikke at finde isomorf invarians for varmeledning-
sevnen. Som nævnt i afsnit 12.3 er der en del mulige årsager til dette. For
at undersøge varmeledningen nærmere kunne det være interesant at prøve, at
anvende integralformen af udtrykket, da det er denne der bliver anvendt i de
kilder vi har arbejdet udfra. Derudover kunne det være oplagt at undersøge
om varmeledningen er isomorft invariant for væsken, da det er for væsker, at
udtrykket originalt er udledt.
Sidst i rapporten får vi testet den opstillede model for NaCl. Vi ser her, at
der ikke er stærke korrelationer og finder heller ingen isomorfer. Modellen er
altså en udemærket model til at vise, at potentialer, givet ved en sum af IPL-
potentialer, ikke behøver at have isomorfer, på trods af at de enkelte bidrag til
potentialet hver især skal være perfekt korrelerede. Samtidigt viser modellen
også at stærke korrelationer og isomorfer forudsætter hinanden, som vi også så
det for SCLJ, ved at gå til negativt tryk. Det skal noteres, at undersøgelsen af
NaCl er kort, og man kunne have undersøgt andre størrelser end strukturen,
for endegyldigt at afgøre, hvorvidt isomorfer ikke er approksimativt tilstede.

15 Konklusion
På baggrund af de gennemgåede resultater og diskussionen i sidste afsnit kan
vi konkludere følgende;
Først og fremmest har vi dokumenteret, via simuleringer af SCLJ-systemer,
at der er stærke korrelationer i krystalfasen, og at der som konsekvens kan
findes isomorfe kurver til en god approksimation.
Vi finder generelt, at størrelser forudsagt til at være invariante langs iso-
morfe kurver, opfylder denne invarians. Således ser vi, at strukturen er meget
godt bevaret. Vi finder, at dynamiken er bevaret til en god approksimation,
men at den i visse tilfælde kan afvige. Vi finder at den isokore varmekapcitet er
approksimativt bevaret. Vi finder at den isotermiske kompressibilitet ikke er
invariant langs isomorfer, hvilket også stemmer overens med forudsigelsen fra
litteraturen. Vi finder, at isomorfe spring giver instantant ligevægt, på trods
af store ændringer i densitet og temperatur.
Vi har påvist, at isomorfe kurver giver rette linjer i det reducerede UW -
fasediagram.
For den udvalgte model for NaCl findes ikke stærke korrelationer, og som
følge af, dette ses der heller ikke nogen tegn på isomorfer.
133

16 Perspektivering
Vi vil i dette afsnit kort nævne nogle overordende ting, som kunne være inter-
essante at arbejde videre på set med udgangspunkt i, hvad der præsenteres i
denne rapport.
Det primære arbejde med denne rapport har været at finde evidens for, at
der findes isomorfer i krystaller. Herunder har der været stor fokus på at se på
den forudsagte invarians langs de isomorfe kurver. Da isomorfteorien tidligere
har været undesøgt for væsker, er nogle af de størrelser, der er undesøgt i
denne rapport, nogle som måske er knap så interessante for folk der arbejder
med krystaller. Det kunne derfor være interessant at gå mere i dybden med,
hvad der optager folk i krystaller og hvordan dette evt. kan sammenhæftes
med teorien om isomorfer. Tilsvarende er det også interessant at se hvordan
resultaterne kan relateres til rigtige eksperimenter, som naturligvis vil være
den egentlige test for isomorfteorien.
Rent simuleringsmæssigt kunne det være interessant at undersøge andre po-
tentialer, end de to vi tester i denne rapport. Med Lennard-Jones potentialet er
fundamentet for isomorfer i krystaller blevet skabt, men det er naturligvis in-
teressant at se, om også andre potentialer også vil udvise stærke korrelationer,
og dermed have isomorfer i krystalfasen. Herunder kunne det være interessant,
at se på materialer, som har en anden krystalstruktur end FCC-strukturen,
som er den struktur, der er undersøgt i denne rapport. Samtidigt har vi i
denne rapport kun set på klassiske krystaller. Det kunne også være interes-
sant, om man kunne lave en krystal, som ikke kun holder sig til den klassiske
grænse.
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A Uledning af virial
I dette afsnit vil vi skitsere, hvorledes tilstandsligningen med virialleddet kan
udledes for et monoatomt system. Selve udledningen følger i store træk den
for idealgasligningen.
Den kinetiske energi i et system vil til en tid t være givet som
K(t) =
N∑
i
1
2
m (vi(t))
2 =
N∑
i
1
2
mvi(t) · vi(t) =
N∑
i
1
2
pi(t) · vi(t) (A.1)
Fra ligning 2.4 kan middelværdien af den kinetiske energi beregnes som
〈K〉 = lim
τ→∞
1
τ
∫ τ
0
N∑
i
1
2
pi(t) · vi(t)dt (A.2)
Ved partiel integration kan integralet omskrives til
lim
τ→∞
1
τ
∫ τ
0
N∑
i
1
2
pi(t) · vi(t)dt =
lim
τ→∞
1
τ
N∑
i
(
1
2
[pi(t)vi(t)]
τ
0 −
∫ τ
0
1
2
dpi(t)
dt
· ri(t)dt
)
=
lim
τ→∞
1
τ
N∑
i
(
1
2
[pi(t)vi(t)]
τ
0 −
∫ τ
0
1
2
Fi · ri(t)dt
)
(A.3)
Her er udnyttet at v = drdt , samt af F =
dp
dt . Ser man på grænsen hvor τ går
mod∞, vil man se at det første led må gå mod nul. Derfor ender man ud med
〈K〉 = lim
τ→∞
1
τ
N∑
i
(
−
∫ τ
0
1
2
Fi · ri(t)dt
)
= −
〈
N∑
i=1
Fi · ri
〉
(A.4)
Nu kan vi udnytte, at vi fra ækvipartitionsprincippet ved at
3
2
NkB 〈T 〉 =
N∑
i=1
1
2
m
〈
v2i
〉
= 〈K〉 (A.5)
Dermed får man
3NkBT = −
〈
N∑
i=1
Fi · ri
〉
= −
〈
N∑
i=1
Fi,ex · ri
〉
−
〈
N∑
i=1
Fi,ideal · ri
〉
(A.6)
Kræften deles her op i to bidrag. Det ene er det almindelige idealgas bidrag,
og det andet er bidraget, der kommer som følge af partiklernes indbyrdes in-
teraktion via parpotentialet. Idealbidraget til kræften på partiklerne kommer
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af, at partiklerne påfører en kraft på væggene af den boks de er indeholdt i.
Denne kraft må som følge af newtons tredje lov give en tilsvarende kraft med
modsat fortegn på partiklerne. Dette kan skrives som〈
N∑
i=1
Fi,ideal · ri
〉
= P
∮
Flade
rda (A.7)
Ved en omskrivning via Gauss' theorem[36] får man〈
N∑
i=1
Fi,ideal · ri
〉
= P
∮
V ol
∇ · rdV = 3PV (A.8)
Dermed kan vi nu opskrive
PV = NkBT +
1
3
〈
N∑
i=1
Fi,ex · ri
〉
(A.9)
Det sidste led defineres nu som virialet W
〈W 〉 = 1
3
〈
N∑
i=1
Fi,ex · ri
〉
(A.10)
Virialet kan til ethvert tisdpunkt findes som
W =
1
3
N∑
i=1
Fi,ex · ri = 1
3
∑
i
∑
i<j
fij · rij (A.11)
her er fij kræften fra partikel j på i. Ved at udnytte at kræften er givet som
gradienten af potentialet, kan dette også udtrykkes som
W − 1
3
∑
i
∑
i<j
rij ·∇rijv (rij) = −
1
3
∑
i
∑
i<j
w (rij) (A.12)
hvor w er det parvise enkelte bidrag til det totale virial, og er defineret som
w ≡ rdu
dr
(A.13)
B IPL-systemer
I dette afsnit vil vi gennemgå en række egenskaber for IPL-systemer, heraf at
IPL-systemer er perfekt korrelerende, har eksakte isomorfer og isomorfe kurver
givet ved en enkelt parameter ργ/T i ρ, T -fasediagrammet.
Virial og korrelation for IPL-systemer
Begrundelsen for at arbejde med IPL-systemer var, at de er ideele systemer
i forhold til teorien om stærk korrelerende væsker og isomorfer. Her vil vi
redegøre for delen om stærke korrelationer.
Givet et IPL-system med potentialet vipl = r−n kan det indbyrdes parvirial
beregnes som
w = r
dvipl(r)
dr
= −nr−n = −nvipl (B.1)
Det totale virial i systemet findes ved at summere over samtlige virialbidrag
W = −1
3
∑
i
∑
i<j
w (rij) =
n
3
∑
i
∑
i<j
vipl =
n
3
Uipl (B.2)
Dette resultat betyder, at man i hver enkelt tidslige fluktuation vil have en
lineær sammenhæng mellem ændringer i U og W og heraf følger
〈W 〉 = n
3
〈Uipl〉 (B.3)
Således er der en lineær sammenhæng, svarende til perfekt korrelation R = 1.
Ydermere ses det, at
γ =
n
3
(B.4)
Det gælder altså eksakt for IPL-systemet, at der er en lineær sammenhæng
mellem den potentielle energi og virial, med en hældning givet af eksponenten
n.
Et eksempel af resultaterne fra en simulering af et IPL-system kan ses i
figur B.1 og B.2. Her er der simuleret 4000 partikler med potentialet v = r−12
ved ρ = T = 1.2. Den første figur viser de normaliserede fluktuationer for den
potentiele energi og virial. Som forudsagt skalerer de to kurver perfekt. I figur
B.2 er virialet plottet mod den potentielle energi. Korrelationskoefficienten er
her målt til præcis 1 og en lineær regression giver en hældning på 4, svarende
til en tredjedel af eksponenten n = 12.
Isomorfer i IPL-systemer
Vi vil her bevise, at et system har eksakte isomorfer hvis der er tale om IPL-
systemer.
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Figur B.1: På figuren ses normaliserede tidsfluktuationer af den poten-
tielle energi og virialet for et IPL-system med eksponent n = 12. De to
grafer skalerer perfekt, som forventet for et IPL system. Simuleringen
er for 4000 partikler ved ρ = 1.2 og T = 0.6
Vi vil starte med et IPL-system med eksponenten n,
Un ∝ 1
rn
(B.5)
For to tilstandspunkter med hhv. ρ1, T1 og ρ2, T2, kan vi opskrive de pro-
portionelle Boltmannzfaktorer
e−U(r
(1))/kBT1 = C12e
−U(r(2))/kBT2 (B.6)
hvor r(2) = (r1, r(2), ..., rN ) dækker over samtlige partikelpositioner i de to
systemer. Med logaritmen kan vi omskrive til
U
(
r(1)
)
= − ln(C12)kBT1 + U
(
r(2)
) T1
T2
(B.7)
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Figur B.2: På figuren ses W plottet mod U , for samme system som i
figur B.1. Som man kan se, falder punkterene på en perfekt ret linje.
Korrelationskoefficienten er her målt til 1 og γ = 4, som stemmer
overens med eksponenten n = 12.
Antagelsen om isomorfer kommer fra at de to systemer har samme reduc-
erede koordinater. Dette kan vi udnytte til at skrive
r(1)ρ
1/3
1 = r
(2)ρ
1/3
2
⇐⇒
r(1) =
(
ρ2
ρ1
)1/3
r(2)
(B.8)
Dette kan substitueres ind i ligning B.11 til at få
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U
((
ρ2
ρ1
)1/3
r(2)
)
= − ln(C12)kBT1 + U
(
r(2)
) T1
T2
(B.9)
Udnytter vi definitionen på IPL-potentialet kan vi omskrive til(
ρ2
ρ1
)n/3( 1
r(2)
)n
= − ln(C12)kBT1 +
(
1
r(2)
)n T1
T2
(B.10)
Hvis dette skal gælde for alle temperaturer skal C12 = 1, således at man får(
ρ2
ρ1
)n/3( 1
r(2)
)n
=
(
1
r(2)
)n T1
T2
(B.11)
positionerne går nu ud og man ender med det endelige resultat
ρn/3
T
=
ργ
T
= konstant (B.12)
Det betyder altså at IPL-systemer, hvor ργ/T er konstant, vil have propor-
tionale Boltzmannsfaktorer og dermed eksakte isomorfer. Her er γ den størrelse
der findes ved lineær regression i et UW -plot, som for et IPL-system skal give
n/3. Dette resultat betyder at isomorfe tilstandpunkter for IPL-systemer er
trivielle i den forstand, at de to systemer er helt ens. Det betyder at forskellige
middelværdi størrelser skal være fuldstændigt ens for de to systemer. Således
kan IPL-systemer anvendes som kontrolsystemer til at verificere ens data.
C Udledning af RDF
Det følgende er en kort redegørelse for, hvordan g(r) kan udledes, og følger i
store træk gennemgangen fra [7]. Udledningen forudsætter egentlig et isotropt
og homogent system, men den endelige form anvendes ligeledes for krystaller
og andre anisotrope systemer.
Givet et system med N partikler, vil der være et 6N -dimensionelt faserum,
med 3N rummelige dimensioner og 3N impuls dimensioner. Med denne formu-
lering kan man, under forudsætning af, at systemet er i ligevægt, beskrive sys-
temet ved sandsynlighedsdensiteten af punkterne i faserummet, f (N)((rN ,pN )(t)).
Givet drN og dpN , er f (N)drNdpN sandsynligheden for, til tiden t, at finde
systemet i præcis det infinitisimale 6N -dimensionelle volume drNdpN .
Hvis man ikke behøver information om hele systemet, men istedet er in-
teresseret i opførslen af n partikler ud af de N , kan man, igen under antagelse
af ligevægt, anvende en tilsvarende sandsynlighedsdensitet i det reduserede
faserum, f (n)((rn,pn)(t)), der opnås ved at integrere de N −n andre partikler
ud. Den er derfor givet ved
f (n)((rn,pn)(t)) =
N !
(N − n)!
∫ ∫
f (N)((rN ,pN )(t))drN−ndpN−n (C.1)
hvor rn er {r1, r2, . . . , rn} og rN−n er {rn+1, . . . , rN}, og tilsvarende for im-
pulsen. f (n)drndpn er derfor N !/(N − n)! gange sandsynligheden for, til tiden
t, at finde n partikler i netop tilstanden (rn,pn), uafhængigt af resten af par-
tiklernes position og impuls. Faktoren N !/(N−n)! skyldes, at der findes netop
N !/(N − n)! måder at vælge de n partikler på, når de er identiske.
Hvis man blot er interesseret i strukturen af en delmængde af partikler kan
man, analogt med tidligere, integrere impulsen ud. Dette giver en partikelden-
sitet ρ(n)(rn), der i det kanoniske ensemble er givet ved
ρ
(n)
N (r
n) =
N !
(N − n)!
∫ ∫
exp[−βHN (rN ,pN )]dr(N−n)dpN
QN (U, T )
(C.2)
hvor U = UN (rN ), er den potentielle energifunktion, H er systemets hamilton-
operatoren, givet ved
H = 1
2m
N∑
i
|pi|2 + UN (rN ) (C.3)
og QN (U, T ) er den kanoniske partitionsfunktion, defineret som
QN (U, T ) =
h−3N
N !
∫ ∫
exp[−βH(rN ,pN )]drNdpN (C.4)
Da H kan deles op i et led, der er fuldstændig uafhængig af partiklernes
position og et, der er uafhængigt af deres impuls, kan det dobbelte integrale
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i både QN og ligning (C.2), skrives som et produkt af to integraler; et over
position og et over impuls. Af dette fås, at
ρ
(n)
N (r
n) =
N !
(N − n)!
∫
exp[−βUN (rN )]dr(N−n)
ZN (U, T )
(C.5)
hvor ZN er patitionsfunktionen.
Fra dette defineres distributionsfunktionen g(n)N (r
n) som
g
(n)
N (r
n) =
[ρ
(n)
N (r1, r2, . . . rn)∑n
i=1 ρ
(1)
N (ri)
(C.6)
altså den relative sandsynlighed for at finde n partiker på positionerne r1, r2, . . .
i det pågældende system og i et system, uden partikkelinteraktion.
Under antagelse af at systemet er isotropt, afhænger g(2)N (r
2) kun af afs-
tanden mellem partiklerne, i stedet for også at afhænge af retningen, og den
radielle distributionsfunktion defineres som
g(r) ≡ g(2)N (r2) (C.7)
hvor r er afstanden mellem ri og rj .
D Strukturfaktor i en perfekt FCC-krystal
I dette afsnit vil vi gennemgå strukturfaktoreren for en perfekt FCC-krystal.
Vi har den fouriertransformerede taldensitet givet som
ρ(k, t) =
N∑
i=1
eık·ri(t) (D.1)
Herfra defineres strukturfaktoren som
S(k) =
1
N
〈ρ(k)ρ(−k)〉 = 1
N
〈
N∑
i=1
N∑
j=1
eık·(Ri−Rj)
〉
(D.2)
k er bølgevektoren defineret i det reciprokke gitter, og er givet som
k =
2pi
a
(hxˆ, kyˆ, lzˆ) (D.3)
a er bokslængden af en enkelt celle i FCC-gitteret, og (hkl) er heltal.
I første omgang vil vi betragte taldensiteten for en primitiv celle i en FCC-
krystal. Denne vil bestå af fire partikler med positionerne (0, 0, 0),
(
1
2 ,
1
2 , 0
)
,(
1
2 , 0,
1
2
)
og
(
0, 12 ,
1
2
)
. Dette følger af, at den primitive celle er udspænt af de tre
vektorer a1 = a/2 (xˆ+ yˆ), a2 = a/2 (yˆ + zˆ) og a3 = a/2 (xˆ+ zˆ). For en sådan
celle kan vi beregne den fourier transformerede taldensitet fra ligning D.1 for
en vilkårlig k-vektor uafhængig af tiden da vi betragter en perfekt krystal. Man
får at
ρpc(k) = e
ik·0 + eik·a1 + eik·a2 + eik·a3 (D.4)
Indsætter man for k-vektoren, samt de tre a-vektorer, ender man med
ρpc(k) =e
0 + eipi(h+k) + eipi(k+l) + eipi(h+l) =
1 + (−1)h+k + (−1)k+l + (−1)h+l
(D.5)
Dermed har man at
ρpc(k) =
{
4 for h ≡ k ≡ l (mod2)
0 i alle andre tilfælde
(D.6)
Dette betyder at Miller-indekset kun skal bestå af lige tal eller ulige tal for at
give et bidrag til taldensiteten for en primitiv celle.
For enhver anden primitiv vil gælde at den er identisk opbygget med den
celle vi har betragtet, men translateret til en anden position. Translationen er
givet som
T = v1axˆ+ v2ayˆ + v3azˆ (D.7)
hvor v1, v2 og v3 er heltal.
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Prikker man T med en vilkårlig k-vektor finder man at
k ·T = 2pi (hv1 + kv2 + lv3) (D.8)
Dette giver altså altid et lige antal pi og dermed vil
eik·T = 1 (D.9)
Således er translationen ubetydende, og enhver anden primitiv celle vil give
samme bidrag som den celle, der var udgangspunkt. Dermed får man totalt at
ρ(k) =
{
4npc = N for h = k = l (mod2)
0 i alle andre tilfælde
(D.10)
hvor npc er antallet af primitive celler. Strukturfaktoreren bliver ligeledes
S(k) =
{
4npc = N for h = k = l (mod2)
0 i alle andre tilfælde
(D.11)
E HAF og diffusion
Vi vil her gennemgå beviset for, at integralet af hastighedsautokorrelations-
funktionen giver diffusionskoefficienten.
Beviset for sammenhængen mellem HAF og diffusionskoefficienten kommer
ved i første omgang at se på udtrykket for forskydningen af en partikel, givet
som en kontinuert funktion
∆r =
∫ t
0
v(t′)dt′ (E.1)
Tilsvarende kan middelkvadratkvadraforskydningen findes som
〈∆2r〉 =
〈∫ t
0
∫ t
0
v(t′) · v(t′′)dt′dt′′
〉
=
∫ t
0
∫ t
0
〈v(t′) · v(t′′)〉dt′dt′′ (E.2)
Vi laver nu en omskrivning således, at der kun ses på differensen mellem t′ og
t′′
〈∆2r〉 =
∫ t
0
∫ t
0
〈v(t′−t′′)·v(0)〉dt′dt′′ = 2
∫ t
0
∫ t′
0
〈v(t′−t′′)·v(0)〉dt′dt′′ (E.3)
Integration ved substitution gør det muligt at lave variableskift, således at
τ = t′ − t′′ og dτ = −dt′′. Dermed fås
〈∆2r〉 = −2
∫ t
0
∫ 0
t′
〈v(τ) · v(0)〉dt′dτ = 2
∫ t
0
∫ t′
0
〈v(τ) · v(0)〉dt′dτ (E.4)
Nu udnyttes partiel integration, der generelt siger[36]∫ β
α
f(x)g′(x)dx = [f(x)g(x)]βα −
∫ β
α
f ′(x)g(x)dx (E.5)
I dette tilfælde skal f(x) forstås som
∫ t′
0 〈v(τ) ·v(0)〉dτ og g′(x) = 1 og dx som
dt′. Gør man dette får man
2
∫ t
0
∫ t′
0
〈v(τ) · v(0)〉dt′dτ
=
[
2
∫ t′
0
t′〈v(τ) · v(0)〉dτ
]t
0
− 2
∫ t
0
d
dt′
∫ t′
0
〈v(τ) · v(0)〉dτ t′ dt′
= 2
∫ t
0
t〈v(τ) · v(0)〉dτ − 2
∫ t
0
d
dt′
∫ t′
0
〈v(τ) · v(0)〉dτ t′ dt′
(E.6)
For at løse differentialet i det sidste led, udnyttes infinitisimalsregningens
hovedsætning[36] som siger
f(x) =
d
dx
∫ x
a
f(t)dt (E.7)
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Dermed bliver det sidste led
d
dt′
∫ t′
0
〈v(τ) · v(0)〉dτ = 〈v(t′) · v(0)〉 (E.8)
Det endelige resultat af den partielle integration bliver dermed
2
∫ t
0
∫ t′
0
〈v(τ)·v(0)〉dt′dτ = 2
∫ t
0
t〈v(τ)·v(0)〉dτ−2
∫ t
0
〈v(t′)·v(0)〉t′ dt′ (E.9)
Da de to integraler er uafhængige af hinanden, og har samme grænser, om-
skrives de to variable τ og t′ til en fælles variabel s, og vi opnår den endelige
sammenhæng med middelkvadratforskydningen
〈∆2r〉 = 2
∫ t
0
(t− s)〈v(s) · v(0)〉ds = 2t
∫ t
0
(1− s
t
)〈v(s) · v(0)〉ds (E.10)
Ser vi nu i grænsen hvor t→∞ og udnytter sammenhængen mellem diffusion-
skoefficient og middelkvadratforskydningen fra ligning (11.11) får vi at
D =
1
3
∫ ∞
0
〈v(s) · v(0)〉ds (E.11)
Således kan diffusionskoefficienten udtrykkes ved integralet over HAF.
F Udledning af varmeledningsevnen
Varmeledningsligningen er et eksempel på, at autokorrelationsfunktioner kan
relateres til transportkoeficienter, som eksempelvis diffusion, og derfor er udled-
ningen taget med i rapporten, til trods for dens længde. For at vise sammen-
hængen mellem tidsautokorrelationsfunktioner og varmeledningsevnen gen-
nemgås her en udledning af Donnald A. McQuarrie fra [22], som igen er in-
spireret af udledningen af E. Helfand i [32]. Udledningen i [22] er ikke helt
fyldestgørende, og derfor er udledningen støttet af [37]. Selv med denne ek-
stra hjælp, er det ikke lykkedes os, at få fuld forståelse for udledningen, og i
særdeleshed nogle af de antagelser, der gøres undervejs, og vi vil i teksten gøre
opmærksom på, hvilke ting det drejer sig om.
Endvidere er der i McQuarries udledning en fejl, der formodes er en trykfejl[38],
som har fået lov at overleve gennem tiden. Dette har ført til undersøgelser i
blandt andet [39], af om McQuarries formulering kunne være rigtig, men med
negativt svar [38, 39].
Den generelle fremgangsmåde er at starte med en makroskopisk sammen-
hæng, i dette tilfælde varmeledningsligningen anvendt på energiafvigelser
∂∆E
∂t
= D∇2∆E (F.1)
hvor ∆E = ∆E(r, t), er den totale afvigelse fra middelenergien, ∆E = E−〈E〉,
og D er givet ved
D ≡ λ
ρCv
(F.2)
hvor Cv er varmekapaciteten i enheder af energi pr temperatur, ρ er par-
tikkeltætheden og λ er varmeledningsevnen, som vi ønsker at finde et udtryk
for.
Begrundelsen for denne lignings gyldighed er, at lokale afvigelser i energien
fører til en varmediffusion til det omkringliggende område. Hvis energien i et
system opfylder varmeledningsligningen
∂E
∂t
= D∇2E (F.3)
og man anvender E = ∆E + 〈E〉 fås
∂(∆E + 〈E〉)
∂t
= D∇2(∆E + 〈E〉) (F.4)
hvor 〈E〉 er konstant, og derfor fås ligning F.1
Nu defineres fouriertransformationen, L(k, t) af funktionen ∆E(r, t), som
L(k, t) =
∫
dr∆E(r, t) exp[−ik · r] (F.5)
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Derfor kan varmeledningsligningen skrives som [37]
∂L(k, t)
∂t
=
−k2λ
ρCv
L(k, t) (F.6)
hvilket har løsningen
L(k, t) = L(k, 0) exp(−λk2t/ρCv) (F.7)
Dette giver et gennemsnitligt, makroskopisk udtryk for udviklingen af varme-
transport i mediet.
Denne markroskopiske fremstilling sammenlignes med et tilsvarende mikroskopisk
udtryk. Her kan man opstille følgende mikroskopiske repræsentation af ∆E
∆E(r, t) =
N∑
j=1
∆Ej(t)δ(r− rj(t)) (F.8)
med ∆Ej(t) = Ej(t)− 〈Ej〉 og
Ej(t) =
1
2
mjvj(t)
2 +
1
2
N∑
i 6=j
φij(rij) (F.9)
hvor φ(rij) er den potentielle energi mellem to partikler, givet ved parpoten-
tialet φ.
Fouriertransformationen af den mikroskopiske ∆E(r, t) giver
L(k, t) =
∫
dr
N∑
j=1
∆Ej(t)δ(r− rj(t)) exp[−ik · r] (F.10)
=
N∑
j=1
∆Ej(t)
∫
drδ(r− rj(t)) exp[−ik · r] (F.11)
=
N∑
j=1
∆Ej(t) exp[−ik · rj(t)] (F.12)
hvilket kan omskrives til
L(k, t) =
N∑
j=1
∆Ej(t) exp(ikzj(t)) (F.13)
hvis k tages til at være i z-retningen. Man kan diskutere gyldigheden af denne
forsimpling i krystaller, da udledningen oprindeligt er foretaget for hydrody-
namiske systemer, hvor man kan antage isotropi, og det derfor vil være lige-
gyldigt, i hvilken retning man undersøger sit system. I krystallen er der de-
rimod forskel på de enkelte retninger, og derfor kan λ afhænge af retningen.
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Det endelige udtryk bliver dog, som det også var tilfældet med den radielle
distributionsfunktion g(r), anvendt i undersøgelser af krystalsystemer, som ek-
sempelvis i [33], hvor det endelige udtryk anvendes i simuleringer af argonkrys-
taller.
Ved at anvende udtrykket for L(k, t) fra ligning (F.13) i ligning (F.7) fås
et makroskopisk udtryk for varmeudviklingen
N∑
j=1
∆Ej(t) exp[ikzj(t)] =
N∑
j=1
∆Ej(0) exp[ikzj(0)] exp
[−λk2t
ρCv
]
(F.14)
Dernæst ganges begge sider af denne ligning med
L(k, 0)∗ =
N∑
j=1
∆Ej(t) exp[−ikzj(0)] (F.15)
og der tages et ensemblegennemsnit, hvilket i den nye form giver〈
N∑
j=1
N∑
l=1
∆Ej(0)∆El(t) exp[ik(zl(t)− zj(0))]
〉
=
〈
N∑
j=1
N∑
l=1
∆Ej(0)∆El(0) exp[ik(zl(0)− zj(0)])
〉
exp
[−λk2t
ρCv
]
(F.16)
Det ønskede udtryk for λ kommer af, at taylorudvikle begge sider af udtrykket
omkringe k = 0 og sammenligne leddene til anden orden. Først betragtes højre
side i ligning (F.16). Hvis der defineres
f(k) =
〈
N∑
j=1
N∑
l=1
∆Ej(0)∆El(0) exp[ik(zl(0)− zj(0))]
〉
(F.17)
og
g(k) = exp
[
λk2t
ρCv
]
(F.18)
giver taylorudviklingen til 2. orden
f(0)g(0) + k
(
f(0)
∂g(k)
∂k
∣∣∣∣
k=0
+ g(0)
∂f(k)
∂k
∣∣∣∣
k=0
)
+
k2
2
(
f(0)
∂2g(k)
∂k2
∣∣∣∣
k=0
+ g(0)
∂2f(k)
∂k2
∣∣∣∣
k=0
+ 2
∂f(k)
∂k
∣∣∣∣
k=0
∂g(k)
∂k
∣∣∣∣
k=0
)
(F.19)
Det ses, at 0.-ordens ledet giver
f(0)g(0) =
〈
N∑
j=1
N∑
l=1
∆Ej(0)∆El(0)
〉
(F.20)
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Da ∆E(t) =
∑
j ∆Ej(t) kan det ses, at
(∆E(t))2 =
 N∑
j=1
∆Ej(t)
2 = N∑
j=1
N∑
l=1
∆Ej(t)∆El(t) (F.21)
hvorfor der fås
f(0)g(0) =
〈
(∆E)2
〉
= NkBT
2Cv (F.22)
fra Einsteins fluktuationsformel for varmekapacitet i NVT-ensemblet.
For 1.-ordens ledet udregnes den førsteafledte af både f(k) og g(k) evalueret
i k = 0
∂f(k)
∂k
∣∣∣∣
k=0
= i
〈
N∑
j=1
∆Ej(0)∆El(0)(zl(0)− zj(0)) exp [ik(zl(0)− zj(0))]
〉∣∣∣∣
k=0
(F.23)
= i
〈
N∑
j=1
∆Ej(0)∆El(0)[zl(0)− zj(0)]
〉
(F.24)
og
∂g(k)
∂k
∣∣∣∣
k=0
= −2λkt
ρCv
exp
[−λk2t
ρCv
] ∣∣∣∣
k=0
= 0 (F.25)
hvilket giver
k
(
f(0)
∂g(k)
∂k
∣∣∣∣
k=0
+ g(0)
∂f(k)
∂k
∣∣∣∣
k=0
)
= ik
〈
N∑
j=1
∆Ej(0)∆El(0)[zl(0)− zj(0)]
〉
(F.26)
Ensembelgennemsnittet i ovenstående udtryk kan skrives som〈
N∑
j=1
N∑
l=1
∆Ej(0)∆El(0)zl(0)
〉
−
〈
N∑
j=1
N∑
l=1
∆Ej(0)zj(0)∆El(0)
〉
= 0 (F.27)
da både j og l løber over alle partikler.
I 2.-ordens ledet i ligning (F.19) indgår et led, der afhænger af den førsteafledte
af g(k) i k = 0. Som vist er dette led 0, så det eneste der mangler for at finde
2.-ordens leddet er, at udregne den anden afledte af f(k) og g(k) i k = 0.
∂2f(k)
∂k2
∣∣∣∣
k=0
=
−〈 N∑
j=1
N∑
l=1
∆Ej(0)∆El(0)(zl(0)− zj(0))2 exp[ik(zl(0)− zj(0))]
〉∣∣∣∣
k=0
(F.28)
= −
〈
N∑
j=1
N∑
l=1
∆Ej(0)∆El(0)(zl(0)− zj(0))2
〉
(F.29)
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og
∂2g(k)
∂k2
∣∣∣∣
k=0
=
(
−2 λkt
ρCv
(
−2 λkt
ρCv
)
exp
[−λk2t
ρCv
]) ∣∣∣∣
k=0
−
(
2λt
ρCv
exp
[−λk2t
ρCv
]) ∣∣∣∣
k=0
(F.30)
= − 2λt
ρCv
(F.31)
Ved at opløse parentesen i udtrykket for den andenafledte af f(k) fås〈
N∑
j=1
N∑
l=1
∆Ej(0)∆El(0)zl(0)
2
〉
+
〈
N∑
j=1
N∑
l=1
∆Ej(0)∆El(0)zj(0)
2
〉
− 2
〈
N∑
j=1
∆Ej(0)zj(0)
N∑
l=1
∆El(0)zl(0)
〉
(F.32)
=2
〈
N∑
j=1
N∑
l=1
∆Ej(0)∆El(0)zj(0)
2
〉
− 2
〈
N∑
j=1
∆Ej(0)zj(0)
N∑
l=1
∆El(0)zl(0)
〉
(F.33)
Under antagelse af, at der ingen korrelation er mellem de enkelte partiklers
energiafvigelser og positioner fås for sidste led i ovenstående, at〈
N∑
j=1
∆Ej(0)zj(0)
N∑
l=1
∆El(0)zl(0)
〉
=
N∑
j=1
N∑
l=1
〈∆Ej(0)zj(0)∆El(0)zl(0)〉
(F.34)
=
N∑
j=1
N∑
l=1
〈∆Ej(0)∆El(0)〉 〈zj(0)zl(0)〉
(F.35)
Da energierne og positionerne for de enkelte partikler antages ukorrelerede, må
der for kovariansen gælde, at
〈(∆Ej − 〈∆Ej〉)(∆El − 〈∆El〉)〉 = 0 j 6= l (F.36)
og tilsvarende for positionen, og da 〈∆Ei〉 = 0 og 〈z〉 = 0 fås
0 = 〈∆Ej∆El〉 j 6= l (F.37)
og igen tilsvarende for positionen
0 = 〈zjzl〉 j 6= l (F.38)
Altså bidrager kun de led, hvor j = l til det endelige udtryk, altså〈
N∑
j=1
∆Ej(0)zj(0)
N∑
l=1
∆El(0)zl(0)
〉
=
〈
N∑
j=1
∆E2j z
2
j
〉
(F.39)
158 BILAG F. UDLEDNING AF VARMELEDNINGSEVNEN
Venstre side i ligning (F.33) kan behandles på samme måde, og samlet fås
2
〈
N∑
j=1
∆Ej(0)
2zj(0)
2
〉
− 2
〈
N∑
j=1
∆Ej(0)
2zj(0)
2
〉
= 0 (F.40)
så der for andenordensleddet fås
k2
2
(f(0)
∂2g(k)
∂k2
∣∣∣∣
k=0
+ 2
∂f(k)
∂k
∂g(k)
∂k
∣∣∣∣
k=0
+ g(0)
∂2f(k)
∂k
∣∣∣∣
k=0
(F.41)
=
k2
2
〈
N∑
j=1
N∑
l=1
∆Ej(0)∆El(0)
〉
(− 2λt
ρCv
) + 0 (F.42)
=
−k2NkBT 2λt
ρ
(F.43)
De antagelser der gøres i denne del, har det været meget svært for os at forstå,
at man kan gøre sig i krystallen. I en væske, hvor partiklerne flytter sig meget
rundt, kan der argumenteres for, at energien af en partikkel er uafhængig af
denne partikkels position. Da systemet udvikler sig så meget som det gør, er
der ingen grund til at antage, at partiklen ikke ville kunne komme til at antage
den samme energi i samtlige positioner, og tilsvarende kunne antage et stort
spektrum af energier i en enkelt position. På samme måde med uafhængigheden
af de enkelte partiklers energier. I krystallen derimod er partiklerne begrænsede
i deres bevægelser af den potentialebrønd, der er omkring deres ligevægtsplads
i gitterstrukturen, og derudover vil partiklernes interaktion, og derigennem
deres energi, være meget afhængig af, netop hvor langt fra denne ligevægtsplads
en given partikkel befinder sig. Vi synes derfor, at det er en ikke velfunderet
approksimation at anvende for krystaller.
Ikke desto mindre vil vi gerne forsøge, at beregne varmeledningsevnen, og
vi fortsætter derfor. Alt i alt fås for højresiden af ligning (F.16)
NkBT
2Cv +
−k2NkBT 2λt
ρ
(F.44)
Tilsvarende gøres for venstresiden af ligning (F.16), hvor der til 0. orden
fås 〈
N∑
j=1
N∑
l=1
∆Ej(0)∆El(t)
〉
=
〈
N∑
j=1
∆Ej(0)
N∑
l=1
∆El(t)
〉
(F.45)
Her gøres endnu en antagelse, nemlig
N∑
j=1
∆Ej(0) =
N∑
j=1
∆Ej(t) (F.46)
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eller
N∑
j=1
Ej(0)− 〈Ej〉 =
N∑
j=1
Ej(t)− 〈Ej〉 (F.47)
altså en energibevarelse. Dette gælder pr definition ikke i NVT-ensemblet,
hvor systemet kan udveksle energi med et varmebad, for at holde en konstant
temperatur. Denne antagelse må altså betragtes som en slags approksimation,
under forudsættelse af, at der ikke er for store udsving i energien. Helfand
behandler et lignende problem i sin originale udledning i [32], og anvender
samme slags argumentation.
Med denne approksimation, bliver 0.-ordens leddet ækvivalent med 0.-
ordens leddet for højre side af udtrykket (se ligning (F.22)), og derfor fås
N∑
j=1
∆Ej(0) =
N∑
j=1
∆Ej(t) = NkBT
2Cv (F.48)
For 1.-ordensledet fås
k
〈
N∑
j=1
N∑
l=1
∆Ej(0)∆El(t)i [zl(t)− zj(0)]
〉
(F.49)
=ik
〈
N∑
j=1
∆Ej(0)
N∑
l=1
∆El(t)zl(t)
〉
− ik
〈
N∑
j=1
∆Ej(0)zj(0)
N∑
l=1
∆El(t)
〉
(F.50)
Ved at udnytte de samme antagelser som tidligere,
∑N
j ∆Ej(0) =
∑N
j ∆Ej(t)
og ingen korrelation mellem energier og positioner, og at ensemblegennem-
snittet af en given størrelse er uafhængig af tid, 〈A〉 |t=0 = 〈A〉 |t=t′ , fås for
(F.50)
ik
〈
N∑
j=1
∆Ej(t)
N∑
l=1
∆El(t)zl(t)
〉
− ik
〈
N∑
j=1
∆Ej(0)zj(0)
N∑
l=1
∆El(0)
〉
(F.51)
=ik
〈
N∑
j=1
N∑
l=1
∆Ej(0)∆El(0)zl(0)
〉
− ik
〈
N∑
j=1
N∑
l=1
∆Ej(0)∆El(0)zj(0)
〉
(F.52)
=0 (F.53)
160 BILAG F. UDLEDNING AF VARMELEDNINGSEVNEN
Sidst fås der for 2.ordenleddet, med de samme antagelser som tidligere,
k2
2
〈
N∑
j=1
N∑
l=1
∆Ej(0)∆El(t) [i(zl(t)− zj(0))]2
〉
(F.54)
=− k
2
2
〈
N∑
j=1
∆Ej(0)
N∑
l=1
∆El(t)zl(t)
2
〉
− k
2
2
〈
N∑
j=1
∆Ej(0)zj(0)
2
N∑
l=1
∆El(t)
〉
+ k2
〈
N∑
j=1
∆Ej(0)zj(0)
N∑
l=1
∆El(t)zl(t)
〉
(F.55)
=− k
2
2
〈
N∑
j=1
∆Ej(t)
N∑
l=1
∆El(t)zl(t)
2
〉
− k
2
2
〈
N∑
j=1
∆Ej(0)zj(0)
2
N∑
l=1
∆El(0)
〉
+ k2
〈
N∑
j=1
∆Ej(0)zj(0)
N∑
l=1
∆El(t)zl(t)
〉
(F.56)
Her foretages en omskrivning, lignende den i ligning (F.33), igen under an-
tagelse af, at der ikke er nogen korrelation mellem de enkelte partiklers energi
og position.
− k
2
2
〈 N∑
j=1
∆Ej(t)
N∑
l=1
∆El(t)zl(t)
2
〉
+
〈
N∑
j=1
∆Ej(0)zj(0)
2
N∑
l=1
∆El(0)
〉
− 2
〈
N∑
j=1
∆Ej(0)zj(0)
N∑
l=1
∆El(t)zl(t)
〉 (F.57)
=− k
2
2
〈 N∑
j=1
N∑
l=1
∆Ej(t)∆El(t)zj(t)zl(t)
〉
+
〈
N∑
j=1
N∑
l=1
∆Ej(0)∆El(0)zj(0)zl(0)
〉
− 2
〈
N∑
j=1
N∑
l=1
∆Ej(0)∆El(t)zj(0)zl(t)
〉 (F.58)
=− k
2
2
〈 N∑
j=1
∆Ej(t)zj(t)
2〉+〈
 N∑
j=1
∆Ej(0)zj(0)
2〉
− 2
〈
N∑
j=1
∆Ej(0)zj(0)
N∑
l=1
∆El(t)zl(t)
〉 (F.59)
=− k
2
2
〈 N∑
j=1
∆Ej(t)zj(t)−∆Ej(0)zj(0)
2〉 (F.60)
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Derfor fås for taylorudviklingen af venstresiden
NkBT
2Cv − k
2
2
〈 N∑
j=1
∆Ej(t)zj(t)−∆Ej(0)zj(0)
2〉 (F.61)
hvilket, sammen med udtrykket for højreside, fra ligning (F.44);
NkBT
2Cv − k
2NkBT
2λt
ρ
(F.62)
giver et udtryk for λ
λ =
ρ
2NkBT 2t
〈 N∑
j=1
∆Ej(t)zj(t)−∆Ej(0)zj(0)
2〉 (F.63)
Til sammenligning kan nævnes, at det udtryk der står i McQuarrie [22] er
λ =
ρ
2NkBT 2t
〈
N∑
j=1
[∆Ej(t)zj(t)−∆Ej(0)zj(0)]2
〉
(F.64)
altså en størrelse, der kun afhænger af enkeltpartikkelegenskaber, da der ikke
er nogen krydsled. Denne form har den fordel, at den giver bedre statistik,
hvilket kan forklare, hvorfor nogle ønskede at bruge kræfter på, at undersøge
om den skulle give nogle interesante resultater.
Udtrykket i ligning (F.63) ses normalt på formen
λ =
ρ
2NkBT 2
∫ ∞
0
〈Jz(t)Jz(0)〉 dt (F.65)
med
Jz =
d
dt
N∑
i=1
zi∆Ei (F.66)
For at se, at disse udtryk er ækvivalente, defineres
Jz(t) ≡ fracd(z∆E)dt′
∣∣∣∣
t
(F.67)
hvilket giver
N∑
l=1
(zl(t)∆El(t)− zl(0)∆El) =
∫ t
0
Jz(t
′)dt′ (F.68)
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og udtrykket
〈[
N∑
l=1
(zl(t)∆El(t)− zl(0)∆El)
]2〉
=
∫ t
0
dt′
∫ t
0
dt′′〈Jz(t′)Jz(t′′)〉 (F.69)
Da ensemblegennemsnittet er konstant i tid afhænger 〈Jz(t′)Jz(t′′)〉 kun
af tidsforskellen t′ − t′′ og kan derfor omskrives til 〈Jz(t′ − t′′)Jz(0)〉. Dette
udnyttes til at indføre en ny tidsvariabel τ = t′− t′′, som substitueres ind i det
inderste integrale, hvor t′ er konstant.
I =
〈[
N∑
l=1
(zl(t)∆El(t)− zl(0)∆El)
]2〉
=
∫ t
0
dt′
∫ t
0
dt′′〈Jz(t′)Jz(t′′)〉
(F.70)
=
∫ t
0
dt′
∫ t′
t′−t
dτ 〈Jz(τ)Jz(0)〉
(F.71)
da dτ = −dt′′.
Det inderste integrale afhænger kun af t′ i sine grænser. Derfor kan inte-
grationsrækkefølgen nemt ændres, så der først integreres over t′, hvilket så kan
gøres uafhængigt af værdien af 〈Jz(τ)Jz(0)〉
I =
∫ 0
−t
dτ〈Jz(τ)Jz(0)〉
∫ τ+t
0
dt′ +
∫ t
0
dτ〈Jz(τ)Jz(0)〉
∫ t
τ
dt′ (F.72)
=
∫ 0
−t
dτ(τ + t)〈Jz(τ)Jz(0)〉+
∫ t
0
dτ(t− τ)〈Jz(τ)Jz(0)〉 (F.73)
Slutteligt substitueres τ ′ = −τ ind i første integrale, og det udnyttes, at
der for autokorrelationsfunktioner gælder, 〈A(t)A(0)〉 = 〈A(−t)A(0)〉
I =
∫ 0
t
−dτ ′(−τ ′ + t)〈Jz(τ ′)Jz(0)〉+
∫ t
0
dτ(t− τ)〈Jz(τ)Jz(0)〉 (F.74)
=
∫ t
0
dτ ′(t− τ)〈Jz(τ ′)Jz(0)〉+
∫ t
0
dτ(t− τ)〈Jz(τ)Jz(0)〉 (F.75)
og det ses, at de to led er identiske, så det endelige udtryk bliver
I = 2t
∫ t
0
dτ(1− τ
t
)〈Jz(τ)Jz(0)〉 =
〈[
N∑
l=1
(zl(t)∆El(t)− zl(0)∆El)
]2〉
(F.76)
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og i alt fås
λ =
ρ
2NkBT 2t
〈 N∑
j=1
∆Ej(t)zj(t)−∆Ej(0)zj(0)
2〉 (F.77)
=
ρ
NkBT 2
∫ t
0
dτ(1− τ
t
)〈Jz(τ)Jz(0)〉 (F.78)
Under antagelse af, at Jz(τ) er ukorreleret med Jz(0) til lange tider, vil
〈Jz(τ)Jz(0)〉 = 0 for τ > τ0, hvor τ0 er en endelig værdi, og derfor kan den
øvre grænse for tiden tages som t → ∞ uden at ændre værdien af integralet,
hvilket giver den ønskede form
λ =
ρ
2NkBT 2
∫ ∞
0
〈Jz(t)Jz(0)〉 dt (F.79)
